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9. EL SISTEMA
‘DE LOS
ENTEROS

Este cudderno es uno de los diez nuevos
titulos que ha elaborado el National
Council of Teachers of Mathematics,
los que se suman a la serie de ocho ya
aparecidos y reimpresos varias veces en
la versi6n castellana.

Como cada uno de los ocho cuadernos
mencionados, el presente ha sido escrito
para maestros de ensefianza elemental
y media, y alumnos de este altimo ciclo.
Comprende la exposicion del tema el
sistema de los enteros, un tema basico
de mateméticas. Este tema, como los
que trata la serie, ahora de dieciocho, se
halla entre los que el maestro necesita
dominar para tener una comprensién
més cabal de la matematica que usual-
mente se enseila en esos grados. Cada
cuaderno es la introduccién a un tema,
no un tratado exhaustivo.

Los temas escogidos son especialmente
importantes para aquellos maestros que
consideran que las experiencias de
aprendizaje, transmifidas a los nifios
del ciclo elemental, deberian empezar
por el desarrollo de algunos conceptos
unificadores basicos en matematicas, y
para loa alumnos de nivel medio y
superior que deseen comprender mas a
fondo los conceptos bésicos de la
matematica, tratados en cada uno de
estos cuadernos.

Es el deseo de los autores y del! NCTM
(National Council of Teachers of
Mathematics) que esta serie de cuader-
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Prologo

Este cuaderno es uno de dicz nuevas unidades de una serie introducida
en 1964 por el Consejo Nacional de Profesores de Matematicas (NCTM,
National Council of Teachers of Mathematics). El buen recibimiento que
se dio a los ocho primeros folletos, varias veces reimpresos, nos hizo pensar
que seria conveniente una extension de los temas en ellos tratados.

Al igual que los cuadernos anteriores (los nimeros 1 al 8), las nuevas
unidades han sido escritas pensando més en los maestros de escuclas ele-
mentales que en sus alumnos, Cada folleto presenta un tema bésico de las
matematicas, Los temas son siempre de aquellos con los que los profesores
de escuelas elementales necesitan estar familiarizados para pdder tratar
comprensivamente las matemditicas que por lo comin se ensefian en la
escuela elemental. Los folletos presentan una introduccién a los temas, no
un tratamiento exhaustivo de ellos; el Iector interesado puede :estudiarfos
con mayor profundidad en otras publicaciones.

Los temas se escogieron especialmente con la finalidad de proveer de un
material basico a los profesores que creen que las experiencias educativas
que se presentan a los nifios en sus primeros anos escolares deben incluir
una introduccién sencilla a algunos de los concepios unificadores centrales
de la matemdtica. Muchos profesores han encontrade que su educacién
profesional no les prepara para ensenar la aritmética en una forma acorde
con este punto de vista. La esperanza de los autores y del NCTM es que
esta seric de cuadernos pueda ser una ayuda para estos profesores, y tam-
bién para otros, al igual que para todos los interesados en el mejoramiento
de la ensenanza de las matemdticas.

Los primeros titulos son:

Cuaderno 1: Conjuntos.

Cuadeérno 2: Numeros enteros.

Cuaderno 3: Sistemas de numeracién para los nimeros enteros.
Cuaderno 4: Algoritmos de las operaciones con nimeros enteros.
Cuaderno 5: Numeros y sus factores.

Cuaderno 6: Numeros ractonales.
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Cuaderno 7: Sistemas de numeracidn para los nimeros racionales.
Cuaderno 8: Proposiciones numéricas.

Los nuevos titulos son los que siguen:

Cuaderno 9: El sistema de los enteros.

Cuaderno 10: E! Sistema de los numeros racionales.

Cuaderno 11: LI Sistema de los nitmeros reales.

Cuaderno 12: Ldgica.

Cuaderno 13: Grdficas, ralaciones y funciones.

Cuaderno 14: Geometria informal.

Cuaderno 15: Medida.

Cuaderno 16: Recopilacién, organizacién e interpretacion de datos.
Cuaderno 17: Sugerencias para la resolucion de problemas.
Cuaderno 18: Simetria, congruencia y semejanza.

Se sugiere que de ordinario, se lean los cuadermos en el orden de los
nimeros que se les asigné porque, hasta cierto punto, ha sido una presen-
tacién en espiral la que se usé en su preparacién.

La preparacién de los nuevos cuadernos comenzé en 1966 por parte de un
grupo de cscritores miembros de un curso de verano, quienes hacen publico
aqui su profundo agradecimiento a las siguientes personas, por la lectura
de parte de los manuscritos, y el cambio de opiniones que mantuvieron
con ellos durante la preparacién de los folletos: Joseph M. Trotter, director
de la Escuela de San Luis Rey, y Bonita Trotter, profesora de ja Escuela
Laurel, ambos del Oceanside Union School District; john M. Hoffman,
director de la Seccion de Recursos Educativos de ja Comunidad del De-
partamento de Educacién del Condado de San Diego; y James E. Inskeep,
Jr., profesor de educacién en €l San Diego State College. Los escritores se
sienten especialmente en deuda con Alice C. Beckenbach por su extensa
ayuda en la orgamizacién y edicion del material de varios de los folletos.
Finalmente, expresan su maxima gratitud también a Elaine Barth y su
magnifico cuadro de mecandgrafos por su excelente trabajo en la prepa-
racién del manuscrito.

El nuevo proyecto, emprendido como una continuacién del anterior,
fue iniciado y apadrinado por el Comité de Publicaciones Suplementarias
de la NCTM bajo la presidencia de Wilkam Wooton. El apoyo cconémico
lo proveyé Ia NCTM, que extiende su gratitud al grupo de escritores que
produjo la presente extension de la serie de “temas”. Damos sus nombres
a continuacién:
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H| sistema de los enteros

CUADERNO 9

INTRODUCCION

Para una gran mayoria, los nimeros y las propiedades de los ntimeros
son importantes s6lo mientras son ttiles en la descripciébn de situaciones
de la vida real o en la resolucién de problemas practicos en los que apa-
recen incluidas “cantidades” de alguna clase. La duefia de casa que desea
reducir una receta para ocho comensales a las proporciones adecuadas
para seis, desearia saber multiplicar por 6/8 6 3/4. El dependiente de una
tienda de comestibles que no tiene una caja registradora a su disposicién
que automaticamente calcule ¢l cambio, deberd ser capaz de restar $3.47
de $5.00 para poder dar el cambio de un billete de cinco pesos, ¢ al menos
saber determinar cuanto dinero se debe agregar a $347 para completar
los $5.00.

Lo cierto es que cualquiera que se dé cuenta de la naturaleza de la
civilizacién de nuestro tiempo dificilmente podrd dejar de observar con
cuanta frecuencia los nGmeros y sus propiedades afectan nuestra vida
cotidiana.

Los nimeros, sin embargo, como cualesquiera otras abstracciones (pues
el concepto de nimero es una abstraccidén), son Gtiles en la practica tan
solo hasta el punto en que se comporten paralelamente a alguna situacion
de la vida real. Por ejemplo, si no fuera cierto que afiadiendo dos tazas de
leche a tres de harina se produjese la misma clase de pastel {excepto
en lo quec a cantidad se refiere) que anadiendo tres tazas de leche a
cuatro y media de harina, el hecho matematico de que

no tendria utilidad para adaptar una receta a determinado nimero mayor
de comensales. Lo esencial es que los namieros son tiles porque ie prestan
(al igual que muchas de las propiedades asociadas con sus suma,s sus
productos, sus diferencias y sus cocientes) al estudio de una z;mphslma

11
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varieddd de situaciones fisicas; Por otra parte, para diferentes aspectos del
mundo real usamos diferentes clases de niimeros.

Los nimeres que se usan con mas frecuencia al enfrentarnos a problemas
cuantitativos en Ja vida cotidiana son los niimeros naturales, tales como
0, 1, 2, y 3 y los representados por fracciones, como 3/4, 2/5, y 21/6, o
por decitnales, como 0.12, 2.305 y 71.6. Los nitmeros naturales nos ayudan
a tratar con la idea de “cantidad”. Los ntimeros representados por fraccio-
nes son dtiles en la medidas; nos ayudan a contestar preguntas sobre ‘‘qué
parte de” o “cudnto”. Es por ello que son estos los nimeros que reciben
nuestra principal atencién en los primeros afios de nuestras vidas y por lo
que, en cierto sentido, tienen para la mayoria de la gente la maxima im-
portancia.

Aparte de los aspectos del mundo {isico que podemos estudiar o de los
que poddemos tratar usando numeros naturales y fracciones, hay otros
aspectos que demandan nuestra atencién. Muchas de las situaciones cotidia-
nas envuelven la idea de magnitudes dirigidas, es decir, de magnitudes
a las que podemos referirnos como si estuvieramos en lados opuestos a un
punto de referencia dado. AJ igual que existen temperaturas superiores
a los cero grados centigrados, también las hay inferiores; lo mismo que hay
alturas sobre el nivel del mar, también existen “alturas” bajo el nivel del
mar, y exactamente lo mismo que un mojén puede estar situado a dos kilo-
metros al oeste de un punto dado en una carretera, puede también estar
localizado a dos kilémetros al este de dicho punto dado. Este tipo de situa-~
ciones depende o est4 relacionado no solo con magnitudes, sino con lo que
podemos describir como direcciones opuestas. Ninguno de los nitmeros natu-
rales ni de los ntimeros tales como 372, 2.7 6 0 posee propiedades paralelas
a esta nocion de “oposicion”, Por tanto, sl queremos ser tan practicos res-
pecto a modelos de¢ cosas tales como termdmetros, o pérdidas y ganancias
en un negocio, como lo somos respecto a recetas y calculos de un cambio,
necesitamos emplear ndmeros que de algin modo reflejen la “oposicién™ al
mismo tiempo que la magnitud. Hay varios sistemas de niimeros que tienen
las caracteristicas deseadas. Clomo descamos que nuestra introduccién a las
propiedades de tales nGmeros sea lo mds sencilla posible, consideraremos
primero el mas sencillo de tales sistemas, el sistema de los enteros. Al con-

junto de elementos de tal sistema —es decir, al conjunto de los enteros—
lo representaremos por j.?

1 Cuando los elementos de un conjunto de numeros se consideran junto con sus
propiedades respecto a operaciones como la adicidén y la multiplicacion, a conjunto
y operaciones, todo englobado, se le llama un sistema. (Para una discusién sobre con-
juntos véase ¢l cuaderno 1: Conjuntos.)
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ENTEEQ§
| a viej

De acuerdo con el criterio de que siempre (o casi siempre} es buena idea
comenzar cualquier cosa nueva con algo viejo y familiar, empezamos esta
discusion recordando dos conjuntos de nlimeros usados todos los dias por la
mayoria de nosotros. Son éstos, el conjunto N de los galmaros natyzales,

= {19 2: 3: 4: A }:
y €l conjunto W de los que llamaremos zgzmeros $lenos,? que consiste en N y

un numero adicional, O:
= {O: ]'J 2; 3) 4} - }‘

En cada uno de estos conjuntos no hay un Gltimo elemento. Esta situacién
se indica usando tres puntos en la notacién de la manera que puede verse.
Lo que queremos recordar acerca de estos conjuntos incluye lo siguiente.

A) Ambos son conjuntos ordenados. Esto quiere decir que dados dos niime-
ros (difercntes) en cualquiera de ellos, siempre es cierto que uno de los
numeros es menor que el otro. Por ejemplo, en cualguiera de los con-
juntos 2 es menor que 3, 3 es menor que 4, y asi sucestvamente. El
simbolo < {que debe leerse: “es menor que”)} se usa para denotar esta
relacién. Asi pues, “2 es menor que 37 se representa por “2 < 3”. Si se
invierte el sentido de <, entonces el simbolo resultante aparecé como >
y quiere decir “‘es mayor que’, Asi pues, “4 > 1”7 se lee 4 es mayor
que 1%,

B) Qada uno de los conjuntos N v W puede representarse usando una recta
numérica, como Ia que aparece en la figura 1. Recuérdese que los puntos

% 2 B & Be O
T B 3 2 @8 4 g
FIGURA 1

2 En los cuadernos anteriores, al referirnos al conjunto de nameros {0, 1 2,
3, ... }, se empled el nombre de niimeros enieros, por ser este vocablo de use mas
general en lengua espafiola. En este cuaderno, y en los subsiguientes, al, referirnos
a ellos los Hamaremos pienos (Véase el cuadcrno 2: Nimeros enteros; el cuader-
no 3: Sistemas de numeracion para los niémerocs enteros, y el cuaderno 4 Algorit
mos de las operaciones con ntimeros enteros.)
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gruesos en la figura marcan los puntos a los que llamamos grdficas de
los niimeros. E]l nimero emparejado con un punto se llama coordenada
del punto. Las puntas de flecha aparecen en los extremos de las rectas
para indicar su extensién ilimitada, y los puntitos que siguen al nimero
5 tienen por objeto sugerir la sucesién indefinida de los niimeros, tanto
en N como en W.

C) Tanto en N como en W hay dos operaciones bdsicas, la adicidén y la
multiplicacién, y dos operaciones asociadas, la substraccién y la divisién,
Estas operaciones tienen ‘algunas propiedades bésicas con las que el
lector probablemente ya estd familiarizado, y que, de todas maneras,
mais tarde discutiremos brevemente en relacién con los enteros.

jAviso importante!

Antes de que podamos informarle cudl ¢s ia cantidad
por pagar en el préximo periodo de seguro, debe pre-
sentarse Ia siguiente declaraci6n,

A-1 Compaiiia Aseguradora
de Automéviles.

Numero de accidenhtes en los Gltimos 6 meses

————— e =L mrw s w

Namero de infracciones de transito cometidas
en los Gltimos 6 meses

FIGURA 2

Para distinguir claramente la diferencia entre N y W, basta recordar que
el conjunto N no contiene al nimero 0, mientras que W si; por lo demis,
constan de los mismos nitmeros. En situaciones practicas, el conjunto W es,
desde Iuego, el mas 1itil, porque con frecuencia necesitamos usar un nimero
para describir situaciones tales como la de qué cantidad de dinero se tiene
en el bolsillo un dia antes del dia de pago, o cuantas veces ha estado alguien
ent el Polo Norte, cuando *ni una” y “nunca” son las palabras que las des-
criben. Nétese que las expresiones “ni una” y “nunca” no son nombres de
nameros, pero la palabra “cero” y el simbolo “0” si Io son. El lector no debe
confundir el nimero 0 con lo que tal nimero describe. La figura 2 sugiere
cudn Gtil puede ser el “0” en ciertas circunstancias.
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Los nimeros naturales y los nimeros plenos son los niimeros que usamos
para indicar alguna cantidad o magnitud. Usamos estos nGmeros para ayu-
darnos a resolver problemas andlogos a los que siguen:

1. Si una caja de pelotas de tenis cuesta $25.00, ;cuénto cuestan cuatro cajas?

2. Si un automdvil corre a una velocidad constante de 50 kilémetros por hora,
iculdnto tardard en completar un recorrido de 200 kilémetros?

3. Juan pesa 73 kg y Juana pesa 46 kg. ;Pueden cruzar juntos un puente que
sblo puede soportar 115 kg?

Para contestar a la pregunta 1 el lector debe, evidentemente, multiplicar
el niimero pleno 4 por el ndmero pleno 25 para obtener el nimero pleno
100; y entonces contestaria a la pregunta diciendo: “100 pesos”. Analoga-
mente, como el namero pleno 200 dividido por el nimero pleno 50 da el
ntmero pleno 4 como cociente, el lector resolveria el problema 2 diciendo:
“cuatro horas”. Aungue la pregunta 3 no nos pide cantidad de clase alguna
como contestacién, debemos, sin embargo, usar el conjunto de lés nmeros
plenos para ayudarnos a responder adecuadamente. Como 46 4- 73 = 119 y
115 < 119, podemos contestar con un simple “no”.

Adviértase que aqui no aparecen ideas de “‘oposicién” en ninguna de
las anteriores situaciones reales. Consideremos, empero, un cuarto problema

de significacién real (al menos para algunas personas) :

4. Se extiende un cheque de $200 contra una cuenta corriente en que sélo hay
$180. Si el banco acepta el cheque, ;cull serd el nuevo estado de cuenta?

Para poder contestar esta pregunta con solo un niimero, tendremos que
buscar éste en un sitio distinto a los conjuntos N o W,

GRUPQO DE EIERCICIOS 1

1. N = conjunto de nimeros naturales.
W = conjunte de niimeros plenos.

Complétense las siguientes igualdades (véase el cuaderno 1: Conjun-
tos, para ver la notacién de conjuntos) :

ay NUW :
b) NNW=—

2. Expliquese por qué el conjunto de los nluneros naturales es un sub-
conjunto propio del conjunto de los nitmeros plenos.
3. Ordénese el siguiente conjunto de menor a mayor:

7,5, 19, 0, 3
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I
4. ;Cudles, de entre los siguientes, son nombres de nimeros plenos?

a}) 3+5 d) 2x4
by =17 e) 88
¢) 19 =6 f) 16 =3

5. Complétese la siguiente frase: El nitmero asociado con un punto sobre
la recta numérica se llama del punto.

6. Complétese la siguiente frase: El punto asociado con un nimero sobre
la recta numérica se llama del namero.

7. ¢Cudles son las dos operaciones basicas en el conjunto de los niimeros
plenos?

8. ¢Pueden resolverse los siguientes problemas usando el conjunto de los
nfimeros plenos y la operacién de adicion? ;Por que?

a) Mi novia y yo vivimos en la misma calle. Ella vive a tres cuadras de
donde yo vivo. Una nueva vecina que acaba de mudarse a nuestra
calle vive a cinco cuadras de mi novia. ;A qué distancia donde
vivo, vive la nueva vecina?

b) Esta mafiana la temperatura cambié 8 grados entre las siete de la

~ mafiana y ¢l mediodia. Desde e] mediodia ha cambiado tres grados.
¢En cuanto dificre la temperatura que tenemos ahora de la que
teniamos a las siete de la manana?

"Supongamos que tenemos un espejo con su borde sobre el punto 0 de la
figura 3 y con su cara perpendicular a la recta de los niimeros, en la forma

D e W B e
FIGURA 3

que sugiere la figura 4. Si ahora meditamos sobre la parte de la recta que
llega hasta el espejo y la reflexién de ella como si representara una sola
recta, obtenemos la recta numérica que aparece en la figura 5. Podemos
describir ¢sta como una especic de extension “a traveés del espejo’” del con-
junto de los nimeros plencs, en la que una infinidad de nuevos nimeros
aparecen graficados indefinidamente a la izquierda del origen (ia grafica
de cero).

Estos nuevos nimeros, desde luego, no tienen por el momento sentido
alguno, y sélo cuando decidamos cémo hemos de compararlos y cémo
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\_‘-—C"h-—
e
[\E |
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m]

S

FIGURA 4

hemos de operar con cllos es cuando adquieren un significado y se hacen
valiosos. Como el examen de todos estos temas es el principal objeto de este
cuaderno, no obstante lo dicho, nos referiremos a ellos de aqui en adelante
como nuémeros y consideraremos que su derecho al uso de tal nombre es
exactamente igual al que supusimos tenian al wsarlo los niimerbs plenos.
T.as decisiones respecte a estos niimeros se hacen porque son consistentes,
parecen razonables y son ttiles. Debemos tener siempre presente, no obs-
tante, que estas decisiones constituyen definiciones; no probamos cbémo
se comparan entre sl ni cdmo se efectan operaciones con ellos.
Noétese que podemos dividir el conjunto de némeros

{6 & &8 L O 1 23 45:-}

algunas de cuyas graficas se muestran en la figura 5, en tres conjuntos
distintos y sin traslapes (conjuntos ajenos). Son éstos el conjunto

I\-’:{l, 2,3, 4 3, v }

N3

—— &= & +
f

6 1 2 a 4 S
FIGURA 5
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de los ntimeros naturales con el que comenzamos; el conjunto {0}, cuyo
Unico elemento es G, y el conjunto

[e SO ]

de aquellos niimeros cuyas graficas aparecen a la izquierda de O sobre la
recta de los nameros y, por tanto, cuyas graficas se oponen a las de los
clementos de N, Nétcse que tenemos pares de néuneros en este corijunto
extendido —por ejemplo, 1,y I, 2 y €. 3 v §— cuyas graficas son “refle-
xiones én el espejo’” una de la otra con centro en e} punto origen, 0,

Ahora, mediante el cambio ‘de algunos simbaolos, podemos ir directa-
mentc desde el conjunto que hemos obtenido con la avuda de un cspejo, al
conjunto J de los enteros.

Convengamos, para comenzar, en ¢ue para los nimeros cuyas graficas
aparecen a la izquicrda del origen sobre la recta de los nmeros, usaremos
los simbolos -1 (léase “menos uno”) en lugar de I, -2 (léase “‘menos
dos’') en lugar de §, -3 (léase “menos tres”) en lugar de &, ¢y asi sucesi-
vamente. Asi pues, anteponiendo un $igno menos un poco levantado al

numeral que representa un ndiero natural, denominaremos a su imagen
en el espejo”’. Cualguier nimero cuya grafica se encuentre a la izquierda del
origen én la recta de los nameros se ilamard un numero negativo, y al con-
junto

{”': W S T -1}

de todos estos nuevos niimeros que acabamos de introducir se les repre-
senta par |~ (léase “jota menos”) y se llama conjunio de los enteros nega-
tivos. (Parecerd raro que se cologue el signo menos al lado derecho de la
letra | para representar al conjunto de los enteros negativos y, por el con-
trario, se coloque el signo menos al lado izquierdo de un numeral para
representar 2 un entero negativo tal como, por ejemplo, -2, pero el lector
debe acostumbrarse al hecho de que los mateméticos, lo mismo que cual-
quier persona, pueden a veces comportarse extrailamente. El orden de estos
simbolos no tiene significado particular alguno; es simplemente una cos-
tumbre. Todo esto también se aplica a los simbolos J* y *2 que introducire-
mos a continuacién.

De acuerdo con la designacién de sus nuevos auxiliares, nos referiremos
también al conjunto N de los nimeros naturales como al conjunto J*
{léase *“‘jota més"} de los enteros positivos. Algunas veces, cuando queremos
poner un énfasis particular en el hecho de que cierto niimero es un entero
positivo, usamos simbolos tales como *1 (léase “‘més uno”), *2 (léase “mds
dos”), y asi sucesivamente, en lugar de los simbolos familiares 1, 2, etc.
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Cuando esto se hace, debe tenerse presente que *1 y 1 representan el
mismo namero; solamente el nombre ha cambiado. No daremos ningin
nombre al conjunto {0}, cuyo unico elemento es 0; pero es importante
observar que el nimero 0, aunque sea entero, no ¢s ni entero positivo ni
entero negativo y es el Gnico cntero que tiene esta propiedad.

Por tanto, la unién de los conjuntos J*, {0} v J- es el conjunto [ de los
enteros, que a veces se representa como

]= {“': ‘3: b2: *1} 0: 1: 2: 3: }

en donde los tres puntos en cada extremo indican que estos nimeros
continian indefinidamente tanto en la direccidon positiva como en la direc-
cién negativa. (Véase la figura 6.)

= 5w TR T 5 oy
FIGURA &

GRUPO DE EJERCICIOS 2

. ¢Cbmo se llaman los elementos del conjunto f-?

¢Coémo se llaman los elementos del conjunto J*7?

Enumérense algunos enteros que no sean elementos de J- o J*

¢A cuil de los conjuntos J-, J* o {0} pertenece cada uno de los si-
guientes numeros?

a) 6 —2 ¢c) 6—6 e) 16 + 4
b) 4 d) -36 f) 9
5. ¢En cudles de las siguientes situaciones puede el lector necesitar el

conjunto de los enteros? ;En cudles sera suficiente el conjunto de los
numeros plenos?

I

a) Calculando Ja matricula total de una escuela, dado el nimero de
nios en cada ciase.

b) Haciendo un termémetro.

¢) Indicando un cambio en el precio de ciertas acciones,

d) Registrando la altura de la plataforma continental en la costa de
Africa, que es de 4000 brazas bajo el nivel del mar.

6. Uscnse los enteros para expresar cada umna de las siguientes situaciones.

a) 5 puntos “en el hoyo™.
b) Una pérdida de $ 500.
¢) 9 segundos antes de Ia explosién. |
d) Una pérdida de 5 yardas sufrida por un equipe de futbol.
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; :

Si se excluye el 0, entonces los enteros pueden dividirse en pares de
ntimeros ¢ue tienen graficas sobre la recta numérica y estdn localizados a
un mismo nitmero de segmentos unidad del origen, pero en lados opuestos
de él. Algunos ejemplos de tales pares son -1 y 1, "2 y 2, -3 y 3. Decimos
que 1 es el opuesto de 1; 1 es el opuesto de ~1; =2 es el opuesto de 2, etc.
(Véase la figura 7.) Como la grafica de 0 estd a cero unidades en cada
una de las dos direcciones del origen, decimos que © es su propio opuesto.

Y

3 2 1 0 ] 2 3 4 8
FIGURA 7

g - >
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Que los enteros puedan usarse para describir cantidades que son de la
misma magnitud, pero de direcciones opuestas, hace 2l sistema de los ente-
ros Util en muchas situaciones practicas. Por ejemplo, en la pagina 15
planteamos un problema acerca de una cuenta bancaria después de que
habia sido abonado un cheque de $200 por el banco cuando ésta contenia
s6lo $180, Si tenemos los enteros a nuestra disposicidén, podemos asignar un
ntimero al estado de cuenta resultante; a saber, podemos decir que el balan-
ce resultante es -$20.

El lector debe recordar que una varieble es un simbolo que representa un
elemento no especificado de cierto conjunto. Usualmente lo que se emplea
para este propdsito es una letra mintscula, por ejemplo @, b, n o x, aunque
un pequefio cuadrado, [J], o ur tridngulo, A, o cualquier otra figura
sencilla. podria usarse en su lugar. Decir, pues, que a es un clemento de J,
quiere decir que se esta utilizando el simbolo “a” para representar a un
entero, entero que no se especifica cudl sea. Ei conjunto [ se llama conjun-
to de reemplazos de la variable a.

Ahora bien, a menudo es necesario referirnos al opuesto de un entero
particular. Por etlo es 1til tener un simbolo gue represente el opuesto de un
entero representado por una vanable, por ejemplo a. Definimos por ello
el simbolo °a (léase “el opuesto de @) como representando el ofpuesto de a.
Asl pues, si @ =4, entonces °z = ~4, mientras que si ‘e = 3, entonces
a = 3. Por tanto, la ptoposicién

(3} =5, o PP
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quicre decir que el opuesto de mas 3 es menos 3; y la proposicidén
1) = © M4 =4

guiere decir que el opuesto de menos cuatro es mas cuatro.

Un punto importante que se debe recordar respecto al uso de una varia-
ble y el simbolo para ‘el opuesto de” es éste: no se puede suponer que si a
represcnta un entero, deba por ello representar a un entero positivo; tampoco
podemos suponer que si °z representa un entero, deba representar forzosa-
mente a un entero negativo. Los simbolos ¢ y °a cuando se usan para
representar enteros, pueden representar a enteros positivos, a enteros nega-
tivos o a 0. IDe lo que se puede tener seguridad es de que si a es’ positivo,
entonces °e¢ es negativo, y de que sl ¢ ¢s negativo, entonces °z es positivo.
Usando los simbolos de conjuntos podemos escribir esto diciendo que
“si1 q€]*, entonces ‘e (léase: si @ es un elemento de jota méis, entonces
el opuesto de a es un elemento de jota menos”) y “si a€f-, entonces “a€f*”’.

El Unico entero que no es ni positivo ni negativo es 0. Ademfs, como
ya antes hicimos notar, 0 es su propio opuesto; el lector puede ver, obser-
vando la recta de los niimeros. que es el (inico entero que es su propio

opucsto. De donde si @ representa un entero tal que ‘¢ = a, entonces a
debe representar al entero 0, ’

GRUPO DE EIJERCICIOS 3

1. Escribase el opuesto de cada uno de los enteros que abajo aparecen:

a) 2 d) -768
b) -8 e) 45
c) O f) -30

2. Complétense las siguientes igualdades:

a) = d) °(6><3):
b) °(3) = e) °(6+2) =
¢) °0 = £) °(5—2) =

3. Compiétese la siguiente tabla de valores para ¢ v ‘a

a 2 1 =9 4 =3 G 1 -9

-8

=15

T—

-10

Complétese la siguiente proposicién: si ¢ representa a un entéro posi-

tivo, entonces ‘a representa a un entero

T
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5. Complétese la siguiente proposicién: sl °¢ representa a un entero
, , entonces g representa a un entero negativo.

6. Complétese la siguiente proposicién: si °e¢ = a, entonces & representa

al entero

Representacion de enteros por medio de flechas

Puesto que podemos aparejai' todo entero pleno con un punto determi-
nado de ura recta, podemos construir una recta numérica y luego usar las
graficas de los niimeros plenos para que nos ayuden a estudiar las propie-
dades de dichos ntimeros plenos. (Véase el cuaderna 2: Nimeros enteros.)
Podemos, anidlogamente, usar las grificas de los enteros sobre una recta
numérica para ayudarnos a estudiar y comprender las propiedades de los
enteros.

Hay también otro posible empajeramiento que pucde usarse como ayuda
para visualizar las propiedades de los ntmeros plenos y de los enteros:

2 2
- . . 4
P e 2 Y-
— & - —e -9 S ? ! —& ! — - —.—-——---.—-—-nj
3 4 3 2 1 0 i 2 3 4 S-..

FIGURA 8

podemos representar un nimero pleno ¢ un entero en términos de un moyi-
mienio o traslacion, a lo largo de la recta numénca. Esto es particular-
mente cierto de los enteros porque incorporan la idea de las dirccciones
opuestas a la idea de magnitud. Por ejemplo, podemos pensar en el
entero positivo 2 como sl estuviera representado por un movimiento de 2
unidades hacia la derecha a lo largo de una recta horizontal y en el entero
negativo ~3 como si fuera representado por un movimiento de 3 unidades
hacia la izquierda a lo largo de la tal recta. Tal movimiento o traslacién,
puede, a su vez, representarse usando una flecha dibujada sobre la recta
numdérica, apuntando en la direccidn del movimiento y teniendo una
Jongitud igual al nimero de unidades implicadas en el movimiento. En rea-
lidad, la flecha deberia pensarse como si estuviera situada directamente sobre
la recta numérica; se dibuja arriba de la recta solamente por conveniencia
visual. Cada flecha de la figura 8 representa, pues, al entero 2 porque
apunta hacia la derecha y su longitud ¢s de 2 unidades, Cada filecha de la
figura 9 representa al entero =3 porque apunta hacia la jzquierda y su lon-
gitud es de 3 unidades. Nétese que Ia posicidn de la flecha sobre la recta
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"3 3
i + —
-3 "3
e el L
G R e e R Do R R e
FIGURA @

no tiene repercusién alguna sobre el nlimero representado, ya que la repre-
sentacion se realiza solamente usando Ia longitud y la direccién de la flecha.
En libros de matematicas mas avanzados estas flechas se conocen como
vectores geométricos. Con el fin de que todos los enteros tengan una
flecha como representacidn, llamamos a la representacién como flecha de
0 una flecha punto; la concebimos como una flecha de direccidon positiva
o negativa, segiin sea [o mas conveniente, y con una longitud de 0 unidades.

De todas las flechas que representan un entero dado, aquella que tiene
su punto inicial (cola) sobre (o directamente encima de) el punto origen,
tiene su punto terminal (cabeza) sobre (o directamente encima de) la
grafica del entero sobre la recta numérica; por esta razén la flecha se dice
que esta en posicion estdndar. Asi pues, las flechas de trazo grueso de las
figuras 8 v 9 estan en posicién estandar.

Otra forma en que se puede pensar en estas traslaciones es en la de
caminatas para arriba y para abajo a lo largo de un camino recto que va
de Este a Oeste. Dos pasos hacia ¢l Este podrian representar al entero positi-
vo 2, y 3 pasos hacia el Oeste podrian representar al entero negativo -3.
El cntero 0 estaria representado por la inmovilidad, por ninguna cami-
nata, aunque claro es que se puede pensar de una persona que no se mueve
como si estuviera dando cara al Este o al Qeste; esto corresponde a ia idea
de tener una flecha sin longitud como representante del cero, pero aun asi,
siendo capaz de asignar una de las dos direcciones del caminoe a la flecha.

GRUPO DE EJERCICIOS 4

1. Obsérvense las flechas sobre la recta numérica que aparece enseguida,

a) ¢En qué sentido son andlogas?
b) :En qué sentido son diferentes?
c) ¢Cudl es el entero que representa a cada una de ellas?

4
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2. Obsérvense las flechas sobre la recta numeérica gue aparece mas abajo.

a) (En qué sentido son anilogas?

b) ;En qué sentido son diferentes?

¢) ¢Cudles son los dos enteros distintos que estdn representados por
estas flechas?

d) :;Cuail es la flecha que estd en posicién estandar?

—_

e ————————— e,

- <
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3. Dibtijese una recta numérica. Rotllese con enteros. DibGjense tres fle-
chas, todas ellas representando a ~4, que comiencen en las graficas de
4, 7 y 0, respectivamente.

4. Rotlilese cada una de las flechas que abajo aparecen con el entero
(ue representan,

O Bt e > p e P g e e
.8 BB R G d 2T O 278 & D &8 '5}10.,.Jlr

Si un:cientifico desea mantencr un recipiente a una temperatura que no
diste mas de tres grados de los 0° centigrados, puede concctar un redstato
que tenga en movimiento una unidad de refrigeracién a 3° sobre 0° y una
unidad calefactora a los 3° bajo 0°. (Véase la figura 10.) Cada unidad

3 X9
4
Calefactor Refrigeracor
f"-_““'h‘_ 5 _:_-:-.-‘ ol
Z N ]
T
R0 | 6= |
Q
{005
e W P, \J

FIGURA 10
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dejaria de funcionar cuando la temperatura alcanzara los 0°. Asi pues, un
cambio de 3° a partir de los 0° en cualquiera de las direcciones seria sufi-
ciente para iniciar un contramovimiento en la temperatura. En tal situa-
cion, la direccion del cambio en la temperatura tendria importancia
solamente hasta el punto en que resultara en una accion apropiada por
parte del calentador o la refrigeracion; lo fundamental es que un cambio

FIGURA 11

de 3° a partir de 0° debe producir una accidén correctiva. Hablando en
términos matematicos, el cientifico estd interesado en lo que se Ilama el
valor absoluto de los enteros 3 v =3. Como mas adelante vera el lector, este
concepto desempefia un iaportante papel en las operaciones de adicién,
substraccién, multiplicacién y divisién de enteros; de acuerdo con ello
consideraremos el concepto de diversas maneras.

Para explicar lo que debe entenderse como valor absoluto de tin entero,
volvamos otra vez a pensar en los enteros en términos de su representacién
como flechas. Las rcpresentaciones como flechas de 1 y -1 son semejantes
en un aspecto, en longitud. Son, sin embargo, opuestas en direccién, An4lo-
gamente, las flechas que representan a 2 y -2 tienen la misma. longitud,
pero direcciones opuestas, y lo mismo ocurre con las flechas que represen-
tan a 3 y 3. En general, para cualquier entero dado las flechas que repre-
sentan a] entero y a su opuesto tienen la misma longitud, pero direcciones
opuestas (fig. 11). Desde Iuego, nuestro convenio al asignar cualquicra de
las direcciones a una flecha que representc a O es un reconocimhiento del
hecho de que 0 es su propio opuesto. Con los anteriores hechos in mente,
definamos el valor absoluto de un enterc en términos de la longitud de una
flecha que represente al entero:

St a es un entero, entonces ¢l valor absoluto de a a5 ¢l entero

no negativo (positivo o cero) que nos da la longitud de una
flecha que represente a.

El valor absoluto de @ se representa por [a|. Por ejemplo,
F7l=7,|71=718 =8, y [0|=0.

Alternativamente, al convenir que la grafica de un entero cualquiera
estd localizada a una distancia del origen gue es un nlmero entcro no
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negativo de umdades, podemos definir ¢l valor absoluto de un entero
como sigue:

st a es un entero, entonces el valor absoluto de a es el entero
no negativo que nos da la distancia de la gréfica de a al
origen,

La figura 12 ilustra esta definicién de |a|, primero para a < 0 y luego
para a > 0.

|a

: :
- L X "
a O J
a«<0
' |&| .
H f
i i ! pj
. a>0 :
FIGURA 12

Podemos dar atn otra definicidn de valor absoluto, una definicién que
no depende de la recta numérica ni de la representacién por medio de
flechas. Comencemos por hacer notar una vez mas que los simbolos a y
“a representan opuestos, de modo que independientemente de cual sea el
entero denotado por a, °z denota su opuesto, e independientemente de cuél
sea el entero denotado por °a, & denota su opuesto, Consideremos, entonces,
la siguiente definicidn:

5t @ es un entero distinto de O, entonces el valor absoluto de
a es el positivo gue hay en a vy a. El valor absoluto de G es 0.

Demos algunos ejemplos para interpretar lo que esto significa. 51 a = 3,
¢qué es entonces |a|? El entero 3 tiene un opuesto, -3; y 3 y -3 forman un
par de opuestos, De éstos, 3 es no negativo (realmente, positivo) y -3 es ne-
gativo. Por tanto, de acuerdo con la definicién anterior, |3| = 3. Por otra
parte, supongamos que nos interesa identificar a |-10|. El entero ~10 tiene
un opuesto, 10; y 10 es el elemento no negativo det par 10 y -10. Por tanto,
de acuerdo con la definicién, [-10[ = 10.

GRUPO DE EIERCICIOS 5

1. Complétense las igualdades:

a) [3| = ¢) 4—3| =
b) 0] = d) 9] =
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2. (Cuil flecha representa al entero con mayor valor absoluto:

a) Una flecha trazada desde -3 a2 7 o una flecha trazada desde 3 a 77
b} Una flecha trazada desde 9 a -1 o una flecha trazada desde 9 a 17
¢} Una flecha trazada desde 0 a 4 o una flecha trazada desde 6 a 0?
d) Una flecha trazada desde 6 a -2 o una flecha trazada desde -2 a -6?

3. Escribase ¢l valor de cada una de las siguientes expresiones:

a) {17| ¢) [7] + 13|
b) |-10| d) [6| x [-11|
4. Escribase el valor de cada una de las siguientes expresiones:
a) °[2| c) |3
b) °[4] d) (7]

5. Complétese la siguiente frase: si el entero @ no es cero y si |e] = g,
entonces a debe ser un entero :
6. Complétese la siguiente frase: si el entero a no es cero y si |g| = “a,
entonces a debe ser un entero

Quden en el conluaia.da.os.cniaros

En la pégina 13 hicimos observar que el conjunto de los nimeros plenocs
es ordenado. Esta propiedad se refleja sobre la recta de los nimeros en la
posicién relativa de las graficas de los nmeros plenos: de los dos néimeros
plenos a y b, la grafica del mayor se encuentra a la derecha de la grafica
del menor en la recta de los ndmeros (fig. 13). Retengamos esta nocién
de la posicién de las grificas de dos ndimeros como criterio para estable-

- = 6 --3 ;--— - e o1 "4
a>hb
FIGURA 13

cer ¢l arden de dos nimeros y definamos el orden en el conjunto de los
enteros como sigue:
st @y b son enteros, entonces @ > b st y solo si la grdfica de a
se encuentra a la derecha de la grdfica de b sobre una recta
numérica horizontal. |

Asi pues, al mirar a la figura 14, es inmediato ver que 4 es mayor gue
-5, -1 es mayor que “4, y O es mayor que cualquier entero negativo.
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Una fon:na alternativa, pero equivalente, de definir el orden en el con-

junto de los enteros, aparecerd en la pAgina 61, después de quc hayamos
definide la adicién y la substraccién en este conjunto.

— g e -

S : % :
FIGURA 14
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Como antes hicimos notar, los simbolos < y > significan “es menor
gue” y “cs mayor que”, respectivamente. Otros dos simbolos frecuentemen-
te usados al tratar del orden son < (lo que se lee: “es igual o menor que™)

y = {lo qgute se lee: “es igual o mayor que”), Cada uno de estos simbolos

¢s una condensacién de dos proposiciones relacionadas por la conjuncién o.
Tenemos en efecto que:

a <b
quiere decir que
a<b o a=b
y
a>b
quiere decir gue
a>b o a=b.

Cuando el lector ve proposiciones tales como 6 < 8, debe saber que no
hay intencion alguna de afirmar gue 6 es igual a 8. La proposicién es una
proposicion verdadera porque solamente una de las proposiciones,

6<8 o 6=28

necesita ser cierta para que la proposicién combinada sea cierta; y 6 <C 8
evidentemernte es verdad. Andlogamente, 8§ < 8 es una proposicion verda-
dera, no porgite 8 < 8 sea verdad (no io es), sino porque 8 = 8 es verdad;
8 < 8 afuwma simplemente que una u otra de las proposiciones, 8 << 8 u
8 = 8, es clerta,

Se pueden usar simbolos de orden para identificar variables que repre-
sentan solamente enteros positives en lugar de enteros cualesquiera. Asi,
por ejemplo, s1 @ representa un entero, cntonces la proposicion

a>0

significa que a representa un entero positivo, porque solamente los enteros
positivos $on mayores que 0. Analogamente, decir que @ representa un
entero y que

a <0
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quiere decir que a representa un entero negativo, porque solamente los
enteros negativos son menores que 0. Pero si a representa un entero, enton-
ces la proposicion

a>0

no nos pucde asegurar que a represente un ntmero positivo, pues puede
ser que represente a 0. Lo que esta proposicién afirma ¢s que @ representa
a un entero no negativo; es decir, que a representa un entero que no cs
negativo. Analogamente, si a representa un entero y si

a < 0,

entonces @ representa un entero negativo o 0. En este caso se dice que
@ representa un entero no positivo.

Toda la anterior discusién sobre enteros positivos, negativos, no positivos
y no negativos, se ha basado en el hecho de que los conjuntos j*,. {0} y J-
son ajenos, pero constituyen todo J; es decir, cada entero pertenéce a uno
y solo uno de estos conjuntos.

Decir que un entero a es negativo, es decir que es un elemento de J-
y no un elemento de {0} o J*. Decir que un entero es no negativo es decir
que no es un elemento de J-; por tanto, es 0 o es un elemento de j* Para
enteros en general, tenemos la misma propiedad de tricotomia del orden
(véase el cuaderno 2: Niumeros enteros) que tenemos en W, Por tanto:

st a vy b son enteros, entonces una y solamente una de las
siguientes frroposiciones es cierta: a < b,a =b o a > b.

GRUPO DE EJERCICIOS 6

1. ¢Cual es la diferencia entre el significade del término “no negativo™
y el significado del término “positivo™?

2, ;Cudl es la diferencia entre el significado del término “no positivo”
y el significado del término “negativo™?

3. En cada uno de los siguientes pares de enteros, icuil es el mayor

entero?

a) 14, 14 d) 2,6
b) 5, -5 e} 9,0
e 0,77 S e

4. Estamos considerando dos enteros ¢ y b. Si la proposicién :a > b es

verdadera, qué proposicion verdadera se puede hacer acerca de °a
o} ?
y bt
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10.

11.

ADICION DE ENTERQS
ESpeci:fiquese cuél es la lectura que marca la temperatura més calida
en cada una de las siguientes:
a) 60° 50° c) 4,
b) 10° -5° d) -20° -10°
Ordénense los sigulentes enteros de menor a mayor:

4, -8, 0, 6, =5

Usense los simbolos <, >, o = de modo que resulten ciertas cada
una de Ias siguientes proposiciones,

a) St a > 0, entonces *a [ 0.
b) Si a < 0, entonces “a ] 0.
¢) Sia =0, entonces °z ] 0.

Mirquese en cada una de las proposiciones que siguen si es verdade-
ra (V) o falsa (F),

a) Todo entero negativo es menor que todo entero positivo.
b) El opuesto de todo entero ¢s menor que el propio entero.
¢) Cero es un entero no negativo.
d) Todo entero es un entero no negativo,

Uscse uno de los simboles >, < 0 = de modo que resulte verdadera
cada una de las siguientes proposiciones,

m) 77| E177 ¢) [5l[04
b) |3] 113 d) |91 9|

Si se tiene |n| = 2, ;sc pucde determinar a qué entero representa n?,
dpor qué si o por qué no?

Maérquese en cada una de las siguientes proposiciones st ésta es ver-
dadera (V) o falsa (F).

a) J_"2J_:2 d) |5 = D i
b) 17| <7— e) lal >‘a
e) |8l ="8_ - £) 19« 99—

ARICION DE _ENTEROS

suma dedes.aimergs plenos
Cuando los alumnos estan aprendiendo por primera vez la operacién de

suma de dos nimeros plenos, a menudo les ayuda a visualizar el concepto
que combinen dos conjuntos de objetos familiares, tales como ladrillos o
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manzanas, y cuenten después el mimero de objetos en el conjunto unién.
Por ejemplo, el hecho de que un conjunto de tres ladrillos combinado con
otro conjunto de dos ladrillos produzca un conjunto de cinco ladrillos,
hace fisicamente significativa la proposicibn matematica 3 + 2 = 5. Ade-
mas, la combinacién de tales conjuntos de diversas formas hace que el
alumno pueda descubrir ciertas propiedades basicas de la adicién en el con-
junto de los nimeros plenos. Mostramos estas propiedades en el cuadro 1.

CUADRO 1
PROPIEDADES DE LA ADICION EN LEL CONJUNTQ W DE LOS NUMEROS PLENOS
Propiedad Representacion Fisica -

1. De clerre o estabilidad 1. Cuando dos conjuntos de bloques se
Ejempro: 243 =5, y combinan el resultado es un conjun-
5 es un nimero pleno. to de bloques.

2. Conmutatividad 2. Al combinar un conjunto de: dos blo-
Ejempro: 243 =3+ 2 ques con un conjunto de otros tres

bléques, se produce el mismo con-
junto que se obtiene al combinar el
conjunto de tres bloques con el con-
junto de dos bloques.

3. Asociatividad 3. Al combinar un conjunto de dos blo-
EyeMmpro: {24 3) 4+ 1 ques con un conjunto de tres bloques
=2+ (3+1) y anadir luego un conjunte de 1

bloque mas, produce el mismo con-
junto que se obtiene al combinar el
conjunto de tres bloques con el con-
junto de un blogque y afiadir luego
todo el conjunto resultante zal con-
junto de dos blogues.

4, Identidad aditiva 4. La combinacion de un conjunto de
(propiedad aditiva del 0) tres bloques con un conjunto de nin-
Ergmpro: 34+0=3 gan bloque produce un conjunto de

tres bloques. '

Vemos, pues, que el proceso de combinar dos conjuntos de bloques
provec un modelo fisico del concepto matematico de adicién de dos ntme-
ros plenos. Reciprocamente, el proceso de sumar dos niimeros plenos
puede considerarse un modelo matematico del proceso fisico de combi-
nacién de dos conjuntos de bloques. Algunos otros ejemplos de cémo la
operacion de adicién se relaciona con el mundo fisico, nos lo proporcionan
la combinacién dec distancias entre ciudades en un viaje o la de centavos
de dos alcancias. :
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suma 2+ 3 =5

{ . 3 i
o o)
-o——t/‘-\t/-‘\t/‘\: : t/—\t- * % ® %74
y)=i0 i 2 3 4 =, G 7 8.
FIGURA 15

La recta de los ntimeros ofrece un modelo visual particularmente claro
y sencillo de la operacién matematica de adicién. La figura 15 muestra
cémo se puede representar graficamente la suma 2 + 3 comenzando en ¢l
origen y contando a la derecha un ntmero de intervalos unitaries corres-
pondientes al primer sumando, 2. Desde ese punto se continfia contando
a la derecha el nimero de intervalos unitarios correspondiente al segundo
sumando, 3. La coordenada del punto que asi se alcanza serd 5. Este
modelo ilustra cémo la suma de 2 v 3 es 3.

suma. 2 + 3 =
o 1 2 842 Turw
FIGURA 16

Hay todavia otro modelo de la adicién que incluye ia representaciéon me-
diante flechas de los numercs plenos. Por ¢jemplo, para mostrar la suma
de 2 4 3, la cola de la flecha que representa el primer sumando esta
directamente sobre el origen, y la cabeza de la flecha directamente sobre
el punto de coordenada 2, de modo que la flecha estd en posicién estandar.
Entonces la flecha para el segundo sumando comienza directamente
sobre la cabeza de la primera flecha y se extiende directamente tres uni-
dades mas hacia la derecha (véase la figura 16). Finalmente, la flecha de
trazo interrumpido en posicién estindar representa la suma. Comienza
en cl origen y se extiende a un punto directamente sobre la cabeza de la
segunda flecha. Como esta flecha tiene 5 unidades de longitud, tenemos

-
|

}

A
b
r;

-1 oY

S pies
FIGURA 17
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una representacién grafica del hecho de que 2 + 3 = 5. En lugar de
contar intervalos y combinarlos como en el modelo previo, el modélo de la
flecha combina dos segmentos rectilineos que tienen longitudes que se co-
rresponden con los dos sumandos. La i1dea iltima es muy parecida a poner
juntos un bastén o vara de 2 metros y otra de 3 metros para formar
una vara de 5 metros de largo (fig. 17).

GRUPO DE EJERCICIOS 7

1. Represéntese cada una de las siguientes sumas sobre una recta numérica
mediante el dibujo de flechas representativas.

a) 743 b) 3 + 7
2. Obsérvese e] diagrama que se ha hecho en el ejercicio 1.

a) ¢Cuél es el primer par de sumandos?

b) ¢Cuil es el segundo par de sumandos?

¢) ¢En qué se parecen o son anilogos los dos pares de sumandos?

d) ¢En qué difieren los dos pares de sumandos? |

e) ¢Qué es lo que se observa respecto a los nombres que se encuentran
para las dos sumas?

3. Represéntese cada una de las siguientes sumas sobre una recta numérica
mediante el dibujo de flechas representativas. |

a) (443) +5 b) 44 (3 +5)
4. Véase el diagrama dibujado para el ejercicio 3.

a) ;Cual fue el resultado de sumar 3 a 47

b) :Cual fue el resultado de adicionar 5 a esta suma?

¢) ¢Cudl fue el resultado de sumar 5 a 37

d) ¢Cual es el resultado de adicionar ésta suma a 47

e) :Qué es lo que el lector ha notado respecto a los resuitados de
los ejercicios 4b y 44d?

5. Represéntese la suma 7 4 0 sobre una recta numérica mediante el dibujo
de un diagrama de flechas.

6. Véase el diagrama de flechas para el ejercicio 5. ;Qué es lo que se
nota sobre la redenominacién de 7 + 07

7. Marquese si los siguientes juicios son verdaderos (V) o falsos (F).

a) Si se suman dos enteros positivos, la suma es siempre
un entero positivo.

b) La suma de cualquier entero positivo y cero, es cero,  ~———
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e} Ej orden en que se suman dos enteros positivos no puede
cambiarse sin cambiar la suma.

d) La reagrupacién de sumandos no cambia la suma de tres
o més enteros positivos.

swmg.de dos.enteros negativos

La adicién en el conjunto de:los enteros estd definida de un modo con-
sistente con la adicién de nameros plenos, La recta de los ntimeros servira
como modelo para hacer esta extensién de la nocién de adicién. En esta
seccién veremos cémo se hace esto cuando ambos sumandos son negativos.
En la seccidn siguiente la extensién se completard considerando ¢l caso en
que uno de los sumandos es no negativo y el otro es negativo.

suma:*3 45 ="8

‘ & 3 :

[ o i
H/"\f"\‘q b ._‘(_‘\./'\: .

g 7 6 5 4 3 2 1
FIGURA 18

o4

Exactamente de la misma manera que podemos representar la suma de
dos enteros positivos sobre la recta de los ntimeros comenzando en el origen
y contando intervalos unitarios a la derecha, de igual manera (por una
extensién adecuada de la definicién de adicién) podemos sumar dos enteros
negativos comenzando en el origen y contando intervalos unitarios hacia
la izquiérda. La figura 18 ilustra que la suma de -3 y “5 es “8. Comen-
zamos en €l origen y contamos 3 unidades a la izquierda y continuamos
luego desde el punto a que hemos tegado 5 unidades mas hacia la izquierda.
El punto al que finalmente llegamos es la grafica de =8, que esti localizado
8 unidades a la izquierda del origen.

Por medio de la representacién con flechas, la figura 19 muestra el
hecho de que -2 4 -6 = -8, Nétese que el procedimiento para representar
la suma de dos ntimeros negativos por medio de flechas es el mismo que el

suma:-2 + 6 =8

e B Y o —— Y — —— Y WS ey w— — i N NP — — N W PP —— il

6

+* —
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-— a3 e - e
e 2 = i J

5 4 3
FIGURA 19
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empleado para dos sumandos positivos, excepto en que en este caso las
flechas apuntan, todas, hacia la izquierda.

Puesto que conteos sucesivos hacia la izquierda del omgen siempre nos
ilevaran 2 un punto a la izquierda del origen, es evidente que la suma
de dos enteros negativos es siempre un entero negativo. Ademas, el nua-
mero de intervalos unitarios que contamos para un sumando entero dado
es igual al valor absoluto de ese entero. Combinando estos dos hechos,
veamos si podemos describir cdmo encontrar la suma de dos enteros nega-
tivos cualesquiera en términos de sus valores absolutos. Consideremos, por
ejemplo, la suma de -7 y -8. Para representar esta suma sobre la recta
numérica, podriamos contar primero 7 unidades hacia la izquierda del
origen, v luego 8 unidades mdas también hacia la izquierda. El nimero
total de intervalos umitarios contados mediante este proceso seria igual a
7 4+ 8. En términos de valores absolutos esto es |*7| + |8| = |15|. Pero
como el conteo se hizo hacia la izquierda, el punto que representa la suma
tendrd la coordenada °([-7| + |8|), es decir, -15. De donde ‘podemos
escribir

-7 + -8 ="("7] + |8|) =-15.
En general, podemos decir:

La suma de dos enteros negativos es igual al opuesto de la
suma de sus valores absolutos.

Por ejemplo, para encontrar la suma -214 + -373, sumamos [-214] y |-373|
para obtener 387. Entonces, el opuesto de este niimero, esto es, “387, es el

niimero buscado; es decir,
214 4 373 = -587

GRUPO DE EJERCICIOS 8

1. Usese un entero para hacer cierta cada una de las siguientes igualdades.

a) 77| = e) 7| + 8=
b) 8| =[] f) 5 + 2 =
¢) 5| = g) 74+-8="(7+ [
d) 2| = h) -1 4 -6 =°*([7] + 6)

2. Esttdiense los diagramas que siguen; escribase una proposicién mate-
matica relacionada con cada uno de ellos.

a) R

' 3 L

r_’—ﬂ A
I f‘\:f‘\of\-f\\l N - 5 7S - t—h-J'
ive 9 4 3 2z 1 0 1 2 3 4 8.
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b)
X 55 3
__J/'\ﬁ/“\‘/"\'/_\ /’\/_\‘/"\1 . . . -
% 6 5 4 8 "z *y 0 1 2 3 4

3. Redenominense las siguientes sumas con nombres simples de enteros.

a) ~43 + =59 d) -36 + -97 g) ~936 + -425
b) -17 + 18 ¢) 28 + -11 h) 12 + -957
e} 427 + 582 f) 69 + -75

un numero negati

Para definir la suma de un namero pleno y un nimero necgativo
(es decir, de un entero no negativo y un entero negativo), como, por ejem-
plo, 3. + -7, podemos usar ya sea el proceso de contar Intervalos unitarios a lo
largo de la recta de los nimeros como aparece en la figura 20(z), o la re-
presentacion con flechas que mostramos en la figura 26(d).

suma 3 -+7 =4

A
I A
i

; g1 cuma 3 77 =74

r A— i i

P TV Ve P PN 2 57

I 3
Wf\-‘ﬁ“q—t >—s S
AR DT D8 2 5 4 5 548 P10 12 34859

(a) 34 7 =4 (b} 34 -7 =14
FIGURA 20

Como ¢l lector puede ver en la figura 20(&), son de observarse ciertos
rasgos generales en el proceso de adicién gréfica con flechas:

1. Las flechas siempre apuntan a la derecha para sumandos positivos
y a la izquierda para sumandos negativos.

2. La f{lecha para el primer sumando estd en posicidon estindar. Comien-
za exactamente sobre la grafica de cero.

3. La flecha para el segundo sumando comienza exactamente sobre la
cabeza de la flecha para el primer sumando.

4. La flecha de traza interrumpida que representa la suma esta en posi-
cién estandar. Comienza sobre la grafica de cero y termina exacta-
mente sobre la cabeza o extremo de la flecha para el segundo suman-



SUMA DE UN NUMERQ PLENQ Y UN NUMERO NEGATIVO 97

do. La suma nos la da la coordenada directamente debajo del extremo
de la flecha de trazo interrumpido,

3. Debemos pensar en las flechas como si estuvieran realmente sobre
la recta numérica, desde luego. Se muestran arriba de la recta sola-
mente para una visuahizaciébn mas facil.

Ya sea que se emplee el conteo o Ja representacion por medio de flechas
tal como puede verse en las figuras 20{a) y 20(%), el procedimiento es el
mismo que el que usamos anteriormente para la suma de dos enteros
positivos o dos enteros negativos. En este caso, sin embargo, los dos conteos
o las dos flechas de los sumandos van en direcciones opuestas. Resultado
de ello es que la coordenada de la suma puede ser positiva, negativa o el
cero. En general, la suma de un entero positivo y un entero negativo es
positiva o negativa segiin qgue el entero de mayor valor absoluto sea :positivo
o negativo. Si los dos sumandos tienen el mismo valor absoluto, la suma es 0.

suma:"6 4+ 2 =*4

o

=7 6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
(a) 064 2 ="4

e
‘-:.I'l!
t

(g

suma. 5 43 =2

- R iR

- - - - —e ————s——a * - * - ® 4
ol 6 5 4 8 2 4 0 1 2 a4 5 6 7 -
{(b) § 4 3 =2

FIGURA 21

La figura 21 muestra la representacion por medio de flechas de las
sumas “6 + 2 y 5 + -3, Puede verse que en ambos casos el valor absoluto
de la longitud de la flecha para la suma es ssmplemente 1a diferencia entre
los valores absolutos de las longitudes de las flechas para los dos sumandos.
En la suma -6 + 2, las flechas para los dos sumandos tienen longitudes
6| v {2], respectivamente. La flecha de la suma tiene entonces una
longitud igual a |[6| — |2| = 4. En la suma 5 + -3, las flechas de los
sumandos tienen respectivamente longitudes 5] y |3]. De donde la flecha
de la suma tiene como longitud [5| — |-3] = 2. En cualquiera de 1s casos,
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la flecha i)ara la suma tiene la misma dirgccion que la flecha que representa
el sumando gue tiene el mayor valor absocluto.
He aqiii dos ejemplos mas de sumas andlogas;

EjempPrLo 1: -15 + 8 =—— La flecha m4s larga tiene longitud 15
: La flecha més corta tienc longitud 8

La flecha de 1a suma tiene longitud 7
La flecha mas larga tiene direccién

negativa,
La flecha de la suma tiene direccién
negativa,
Por tamto: =13 + 8 = 7.
Ejemrro 2: 25 4 717 = —- La flecha mas larga tiene longitud 25

La flecha mAs corta tiene longitud 17
La flecha de a suma tiene longitud 8
La flecha mas larga tiene direccibn
positiva,
La flecha de¢ la suma tiene direccidén
positiva.

Por tanto: 25+ -17=8.

Como' la longitud de una flecha es igual al valor absoluto del entero
que representa, podemos resumir los hechos anteriores de modo que poda-
mos definir la suma de un entero no negativo y un entero negativo en
términos de valor absoluto, como sigue:

1. El valor absoluto de la suma de un entero no negativo y un entero
negativo es el nimero pleno igual a la diferencia entre los valores
absolutos de los sumandos (restando el menor del mayor).

2. Si el sumando de mayor valor absoluto es positivo, entonces la suma
es positiva. Si el sumando de mayor valor absoluto es negativo, enton-
ces la suma es negativa. Si los dos sumandos, une positivo y nega-
tivo el otro, tienen el mismo valor absoluto, la suma es cero; por
ejemplo, 5 + 5 = 0.

Aqui estan dos cjemplos de como determinar sumas por la aplicacién
de estos dos principios,

Ejempro 3: Simplifiquese la suma: -28 - 3,
e) |28 + 3| = [28] — |3]
= 28 — 3
== 29

b) Como |-28] > |3|, La suma es negativa.
Por tanto: -28 + 3 = -25.
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EjeMmrLro 4: Simplifiquese la suma: 19 + -11.

a) (19 + -11| = |19] — |-11]
=19 — 11
= 8.

b) Como [19] > ["11], la suma es positiva,
Por tanto: 19 + <11 = 8.

Las aplicaciones de la adicién de entéros se encuentran con gran fre-
cuencia. Si representamos los depoésitos bancarios en pesos usando enteros
positivos y los retiros usando enteros negativos, entonces la identificacién
del balance en la cuenta es cuestion de sumar todos los depdsitos (posi-
tivos) con todos los retiros (negativos). En la préxima seccién veremos
que el orden en que los términos se suman no afecta a la suma. Por
ejemplo, s1 hacemos depdsitos en nuestra cuenta de $150, $200 y $50, y
retiramos de efla $70, $80 y $130, entonces el nimmero de pesos en el estado
de cuenta seri

150 4 200 4 30 -+ 70 4 -80 + -130,

es decir, el balance seria de $120.

Veamos otro ejemplo. Los grados en que determinada temperatura
atmosférica sube o baja pueden representarse por medio de niimeros posi-
tivos y negativos, Si la temperatura en determinado lugar es =53 y si poste-
riormente baja 6 grados, entonces la temperatura resultante se obtiene
calculando -5 4 76 = ~11, La temperatura resultante es pues de ~11°.

GRUPO DE EJERCICIOS 9

Estadiense los diagramas que aparecen abajo. Escribase una igualdad
matematica para cada uno de ellos.
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En la pagina 30 hicimos la observacién de que la adicién de nimeros
plenos, y por tanto la de los enteros no negativos, tenia las propiedades de
cierre, conmutatividad y asociatividad, vy que el cero, 0, sirve como
elemento idéntico para la adicién porque n 4 0 = n para todo entero
no negativo zn. Bien mediante el modelo de conteo, bien el de las flechas,
que usamos para definir la adicion en el conjunto [ de los enteros, podemos
presentar ejemplos que nos muestren cOdmo estas propiedades son ciertas
para todos los enteros. El diagrama de las flechas resuita, sin embargo,
demasiado complicado para el caso de la propiedad asociativa. Por ello,
en lugar de trazar dibujos para ilustrar esta propiedad, lo que haremos

suma. "5 + 3 =2 suma; 3 "5 ="2
- ——— i ———
4..-—3-——.- ‘——-:-5——--—
‘-—-_.-5—--_- .__3-_*
i ——e et D . i o > e F—— 2 & -
6 bW AR T 0123 E,.j W EEEEESE 3 a7
() 3 4+ "5 = 2 (b) =543 = 2
suma."2 =3 =5 suma:~3 +"2 =75
A e e an — o — — - e et - -
— Mg .
- P AR
EEEEEEEEREREN I e R R
() 24+-3="5 dy 34+2=-5

FIGURA 22
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sera simplemente presentar ejemplos numeéricos; el lector puede, como
ejercicio, trazar los diagramas correspondientes.

Como todo entero puede representarse por una flecha y como la com-
binacién de dos flechas cualesquiera en la forma anteriormente. descrita
determinarz otra flecha que representard a su vez un entero, parcce razo-
nable concluir que la adicién es cerrada en J —es decir, que la suma de
dos entcros cualesquiera es un entero.

Las figuras 22(a) y 22{b) muestran que la suma 3 + -5 ecs igual a
la suma =5 + 3, ambas son iguales a ~2; las figuras 22(¢) y 22(d) muestran
que las sumas -2 + ~3 y -3 + -2 son, ambas, iguales entre si y a =5. Estas
figuras, junto con el hecho de que la adicién de los enteros no negativos
es conmutativa, ilustran que la adicién de enteros es conmutativa.

Considérense ahora Jas dos sumas
(34 2) +4 v 3+ (2 +4).
Después de simplificarlas, nos encontramos con cue

(3+2)4+4=1+4 [ 34+ (244)=3+2
5 = 5.

il

De donde,
(3+2) +4=3+4 (2+4).

Veamos otro ejemplo. Tenemos,

(24+3)+4=1+ 4% . 2 4 (3 4+ 4)
73

g

l
)
=

i

Por tanto,
(2 4+ 3) +4="24 (3 4+ -4).

Los dos ejemplos anteriores 1lustran que la adicién es asociativa para todos
los enteros.

El hecho de que la flecha que representa a 0 es una flecha-punto, es
decir, una flecha de longitud 0, nos sugiere que la combinacién de esta
fiecha con cualquiera otra flecha dada en la forma que hemos descrito
anteriormente, dard como resultado simplemente a la flecha dada. Esto,
a su vez, nos. sugiere que para todo entero a, a - 0 =a.

Para resumir, hemos ilustrado las siguientes propiedades de ia adicién,
gue se venfican para todos los enteros.

1. Propiedad de cierre: Si a, b y ¢ son enteros, entonces @ + & es un
entero. _

2. Propiedad conmutativa: 81 a, b y ¢ son enteros, entonces a -+ b
= b -4~ a.
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3. Propiedad asociativa: Si a, b y ¢ son enteros, entonces (a 4+ &) + ¢
=a + (b + ¢).
4. Identidad aditiva: Si a, b y ¢ son enteros, entonces g + 0 =a.

El término *‘identidad aditiva”, cuando se aplica a la propiedad ¢ +0= a,
nace del hecho de que afiadiendo 0 a un entero dado lo que resulta es
idénticamente el entero dado. De acuerdo con elio, a 0 se le llama elemento
tdentidad aditiva en J. La propiedad de que a + 0 = 0 4 a = q, se llama,
a veces, la propiedad de adicién de O.

Como el lector habra observado, las cuatro propiedades arriba enumeradas
son exactamente Jas mismas que las propiedades de adicién en el conjunto
de los niimeros plenos. En el conjunto de los enteros, sin embargo, 1a adicién
tiene una propiedad particularmente 1itil que no tiene en el conjunto de
los niumeros plenos.

Las figuras 23(a) y 23(b) ilustran esta propiedad de la adicién en el
conjunto de los enteros. Puede decirse que para todo niimero entero hay uno,

— Dﬂ —- -t na
- -2 = -
- s = 5 -7
(a) a <0 (b) >0
FIGURA 23

y s6lo un entero, cuya suma con el entero dado es 0. Desde luego, como
sugieren las figuras 23(a) y 23(b), estos enteros son opuestos. Esta propie-
dad puede enunciarse formalmente como sigue:

5. Inverso aditive: Si a es un entero, entonces existe un Uunico entero

"a tal que a 4 °a = 0.

Esto expresa la propiedad del inverso aditivo para los enteros. Cada uno de
los enteros @ v °a se llama inverso aditive del otro. Esto, incidentalmente, nos
proporciona una nueva denominacion para el “opuesto” de un nimero
(a saber, la expresion “‘inverso aditive” del nlimero). Asi pues, “el opuesto de
-5” y “el inverso aditivo de ~5” denominan ambas al mismo nimero, 5.

La propiedad del inverso aditivo y la ley asociativa pueden usarse para
simplificar sumas de ciertos enteros. Por ejemplo, consideremos la suma
10 + -18: Como el lector sabe que -18 = ~10 + -8, podemos escribir:
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10 4+ -18 = 10 + (710 - -8)
= (10 4 -10) + -8 (segin la propiedad asociativa)
== 0 - 8 (segtn la ley del inverso aditivo)
= -8.

Presentamos ahora dos ejemplos mas del uso de la propiedad del inverso
aditivo:

1.

7 4 16 =7 4 (7 + 9) -18 + 5
::-:(“7+7}-|—9
=0+9
= 0.

(=13 4==5% 4 5
-13 + (-5 + 3)
-13 + O

“13,

!

i

I

GRUPO DE EJERCICIOS 10

Usese un diagrama sobre una recta numérica como ayuda para encontrar
un valor para n en cada uno de los casos siguientes:

a) 4+ -1l=n d) 34+ 5=mn
b) 7+15=n o) 40 =9
C)'9+2=ﬂ. f)"’8-§-8=n

. Vuélvase a denominar cada entero de los de la columna 4 emparejan-

dolo con otro entero de los de la columna B.

Columna A Columna B
a) 7+ 3 =11
b) 2+ "9 "3
e) o4+ "3 0
d) 4 4 1 10
e) 6 + 6 5
f) 5+ 90 2

Supongamos que el lector tiene un saldo de $§50.00 en su cuenta banca-
ria. Convengamos en que los enteros positivos representan depositos
y los enteros negativos retiros de fondos. Complétese la pregunta ma-
tematicamente equivalente “50 4+ ... = ?”, y encuéntrese cn cada
caso cual es el estado de la cuenta si el lector ha

a) depositado $6.00;

b) depositado $7.00 y retirado $10.00;

¢) depositado $15.00 y retirado $8.00;

d) depositade $9.00 y luego retirado $6.00;
e} retirado $28.00 y Iuego depositado $18.00;
f) depositado $11.00 y retirado luego $11.00.
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4. Compiétese el cuadriculado para hechos bésicos de la adicién en el
conjunto de los enteros. Unas pocas sumas, por ejemplo, 2 + 5 = 7
y 3 44 = -7 aparecen ya en él

Segundo
sumando

Primer % T S i
sumando

—5 -!2 '

| | &

T - S

5. Usese la tabla de hechos bdsicos sobre la adicién del ejercicic 4 como
ayuda .para completar las siguientes proposiciones.

a) La:suma de cero y cualquier entero k es
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b} La suma de cualquier par de opuestos es .
e) Cuando se suman dos enteros, el resultado es siempre un
d) El orden en que se sumen dos enteros no cambia cl
e) La suma de -2 y 3 es
f) La suma de -1 y 4 es
) La suma de 3y 4cs =
h! Lasumade 2y 7 es :
i) La suma de (2 +3) v 4 es

j) Lasauma de 2y (3 + 4) es =

MULTIPL >

Pr ;

Ciomo antes indicamos, el alumno aprende primero la operacién de sumar
nGmeros plenos mediante la combinacién de conjuntos de objetos famihia-
res, como, por ejemplo, bloques o manzanas. Esta ilustrativa experiencia se
extiende 2 la operacién de multiplicacién de nimeros plenos medidnte la
consideracién de sumas de sumandos iguales. Nos lleva esto al descubtimien-
to de las propicdades béasicas de 12 multiplicacién en el conjunto de los ni-
meros plenos, propiedades que discutimos en el cuaderno 2: Niumeros
enteros.

1. Propiedad de cierre. ¢l producto de dos nimeros plenos cualesquiera
es un numero pleno bien determinado.

2. Propiedad conmutativa: 8i a y b son dos nameros plenos cualesquiera,
entonces ¢ X b = b X a.

3. Propiedad asociativa: Si @, b y ¢ son nimeros plenos cualesquiera,
entonces (@ X b) X ¢ = a X (b X ¢).

4. Elemento tdentidad: uno es el elemento identidad para la multiplica-
cién; para cualquier ntmero plenon, 7 X 1 = 1
NG =M.

5. Propiedad distributiva de la multiplicacidn respecto a la adicién: Si

| a, b y ¢ son nimeros plenos cualesquiera, entonces

6 X (b+¢)=(axb)+(axc)

6. Propiedad distributiva de la multiplicacion respecto a la substraccidén:
Si a, b y ¢ son nimeros enteros cualesquiera y
b — ¢ es un numero pleno, entonces a X (& — ¢)
= {a X b) — (a X ¢).
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1. Propiedad multiplicativa del cero: Si a y b son nimeros plenos cuales-
quiera; entonces ab = 0 si y s6lo si al menos uno
de los factores, @ o b, es G,

Verenios ahora como es que la operacién de multipiicacién puede exten-
derse al .conjunto de los enteros en su totalidad de un modo consistente,
razonable y atil.

Broducto de un pumero gleno y un enfero peggtivo

Si en la marcha de un negocio hay una erogacién diaria de $20 para
cierto propésito particular, entonces en los libros de contabilidad de la com-
pania esto puede representarse mediante el uso del entero -20. Pero si las
erogaciones tuvieran que entrar en cuenta sdlo por semana, entonces para
una semana de trabajo de cinco dias el total de tales erogaciones seria repre-
sentado por la suma

=20 4 -20 4 20 + 20 4 -20.

Esta suma es, desde luego, ~100, de manera que lo que asentariamos en los
libros seria simplemente ~$100.
Ciertamente parece que seria ventajoso que en lugar de trabajar con la
suma
20 + 20 + -20 + 20 + 20

pudiéramos, como ocurre cuando sélo nos ocupamos de las ganancias, usar
un producto. Es decir, exactamente como cuando se ganan $20 por dia, el
salario semanal para una semana de cinco dias es igual a 5 X 20, es decir,
a $100, tendria sentido decir que, gastando $20 por dia, lo que resulta para
cinco dias es un gasto total de 5 x 20, es decir, de $100. En términos de
enteros negativos, esto implicaria que

S X -20 = -100.

Y es esto ciertamente lo que se conviene. Con mas amplitud, esta forma de
razonar sugiere insistentemente que el producto de un entero positivo y
un entero negativo debe ser un ntimero negativo.

Volvamos a la recta de les nimeros como guia para seguir mas adelante
en este asunto. La figura 24 nos muestra el diagrama de flechas que describe
la suma de cinco nimeros plenos, es decir, de 2 4 2 4+ 2 + 2 4+ 2 = 10.

Como sabemos que para nameros plenos 2 + 2 4+ 2 + 2 +2 =5 X 2,y
como nuestros enteros no negativos no son mas que los niimeros plenos con
otro nombre, podemos convenir en que, por definicién, la descripcién me-
diante flechas de la figura 24 se aplica también a los enteros no negativos.
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s =
2o e
2 -
2 -
-y ~——a . r——— . . * - * - @i |4
0 1 2 3 4 S 6 7 8 g G 1 12 14
FIGURA 24

Ast pues, s1 deseamos preservar la nocién de que un producto tal como
9 X n, donde z es un entero cualquiera, es lo mismo que la suma de cinco
sumandos cada uno de ellos igual a n, entonces tendriamos que considerar
3 X 2comoigual a-2 + 2 + -2 4 -2 4 2. Una descripcién gréﬁca. por
medio de flechas de esta situacién es la que mostramos en la figura 25.
Esta descripcién es claramente paralela a la situacién que resolvimos

i B o e GRER s B
q-—2—-ﬁ-
—
Q--?—
2
s ‘0
o T T o R R e o R e T R s )
@3 22 7 g B S 8@ 5 4 @ 2 A #H T 2 0 3 A&
FIGURA 25

por simple sentido comiin que antes discutimos respecto al producto 3 % -20
como igual a =100 en los libros de una compaiiia,

En general, podemos definir el producto de un entero positivo cualquiera
a y un entero negativo cualquiera # como la suma de ¢ sumandos, todos ellos
iguales a b (fig. 26).

Para ¢ = 1, hay exactamente un “sumando”’, desde luego, y la “suma”
es by es decir 1 X b = b.

Mo o — ks = o -___2'12 -------------
P < .
sl
—
o | B
D
= & % —.-j

axhb ¢

FIGURA 26
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Podernos extender esta definicién a todos los niimeros plenos 2 si consi-
deramos que para ¢ = 0 no tencmos ningin sumando, de modo que el pro-

ducto dé Oy b es 0; es decir, 0 X & = 0.

Para ¢! producto ba de un entero negativo b y un namero pleno g, la
situaciént intuitiva es quizd un poquito menos siruple. Siguiendo con el
convenio antes dado por el que ab se definfa como la suma de @ sumandos
iguales a b, nos gustaria poder decir que ba es la suma de b sumandos igua-
les a a. ¢ Pero qué puede entenderse por un nimero negativo, &, de sumandos
iguales? Apliquemos las lineas generales que nos sirven de guia de que las
operaciones en el sistema de los enteros deben ser consistentes, razonables
y ttiles.

CONSISTENTE

Hemos visto {pag. 45) que la multiplicacién es conmutativa en el sistema,
de los nGmeros plenos. Si esta propiedad ha de conservarse en ¢l sistema de
los enteros, entonces no hay problema alguno en la determinacién del valor
del producto ba de un entero negativo & y un ntimero pleno e. Si conve-
nimos en tal cosa es ciaro que ba .= ab, producto este titimo al que hemos
asignado el valor de la suma de ¢ sumandos todos iguales a b. Por ejemplo,
para b = "2y a = 5, tenemos -2 X 5 = 5 x 2 = -10,

Que la propiedad conmutativa se conserve no es, sin embargo, de irmpor-
tancia atroiladora, y no empleariamos la anterior consideracién para definir
el producto de un entero negativo y un ntimero pleno si el valor obtenido no
fuese, ademas, razonable y 1til, (Es posible, por ejemplo, que el lector sepa
que la multiplicacién se define en el sistema de las matrices de un modo que
es razonable y qtil, y tal definicién se mantiene a pesar del hecho de que con
ella la multiplicacién no es, en general, conmutativa. )

RAZONABLE

Los enteros negativos no son nimeros que sirvan para contar. No obstante
ello, se les puede usar para “contar hacia atras” desde 4 a 4.

4,:9,:2, 1, 0,152,734,
Podemos también contar hacia atris de cinco en cinco:
20 13y 30.:5,0; -5 10 15, %20

Estos procesos pueden representarse sobre ia recta numérica; el segundo se
lustra en la figura 27. Nétese que se tiene:
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20:4‘)(5.
B =3 x8.
10 = 2 % 5.
5=1X2J.
0 =0 x5.
‘52?)(5.
10 = ? % 5.
"15=?>(5.
-20 = ? x 5,
/‘\ /_\/\/_\/_\/\/\
20 -5 10 - 3
FIGURA 27

Nétese también que los términos a la izquierda van hacia atris desde 20
hasta ~20 de cinco en cinco, y que los primeros factores de la derecha van
hacia atras de uno en uno desde 4. ; Qué podria ser mas razonable que con-
tinuar contando hacia atr4s de uno en uno y escribir lo signiente?

=" 5.9,
10 ==% 5% 5
15 ==5 % 5.
=20 = 4 % 5.

La continuacién razonable de la disposicion de los ndmeros nos induce,
pues, a definir e] producto de un entero ncgatwo y un numero pleno en tal
forma que, por ejemplo,

2505 £v=10.

OTIL
Juan ha depositado $5 en su cuenta de ahorros todas las semanas durante
cuatro semanas. Tiene ahora 838 en su cuenta. Si continta depositando como
hasta ahora, ;cuanto tendrd en su cuenta dentro de tres semanas?, &y
dentro de ocho semanas? ;Cuanto tenia en su cuenta hace dos semanas?

Contando los depésitos y los tiempos futuros como positives y los tiempos
pasados como negativos, se contestaria a las primeras dos preguntas asi:

38 + (3 x 5) =38 4+ 15 = 53;
38 + (8 X 5) = 38 + 40 = 78.
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En tres sémanas tendra, por tanto, $53 en su cuenta, y en ocho semanas
tendrd un depésito de $78. El lector sabe que la respuesta a la tercera
pregunta debe ser $28. De acuerdo con lo cual deberia tenerse

38 méas (-10) igual a 28
Pero como se tiene

38 méas (-10) igual a 28,

de nuevo: hemos de tener que “2 veces 5 es igual a ~10.

La definicién hacia la que nos dirigimos es, pues, 1itil en la solucién de
problemas practicos. Esta definicidén, que se aplica tanto al producto de un
namero pleno y un entero negativo como al de un entero negativo y un ni-
mero pleno, es la siguiente:

el producto & X b de dos enteros a y b, uno de los cuales es
negativo y el otro un numero pleno, esté dado por

a X b= "(la] X |bl).

GRUPO DE EJERCICIOS 11

1. Escribanse la adicién y la multiplicacién que vienen representadas por
cada uno de los siguientes diagramas de flechas.

2
2 4
e o J

b) A gy e e ————— 9 ———————————
e _
4-'-—3-——— =
& 3
e E T 5 5% 3236 753+ 5 8
e) S neia o sesenn
b, |
"1
&l
—— & - ’.Q!.t.*—h-}
@ ENE B R O T2 E W 28 g e
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2. Utilicese un diagrama de flechas sobre una recta numeérica para repre-
sentar a cada uno de los siguientes productos como una suma.

a) 5 x~-7 ¢) 2X6
b} 4 x -3 d) 6 x -1
3. Complétense las siguientes iguaidades:
a) 5% 3=[]%5 ¢} 4 X 6= X4
b) ¥ %l dl 8x9=0_]x"-8.
4. Llénese €l siguicnte cuadro:
Factor Factor Producto
9 - 2
_:J i
9 0 |
9 | | I
G —2
2 9
| O
¢ 9
. 9
- _ 9

5. Simplifiquense los siguientes productos.

a) 25 X7 d) 1 x-74
b) 6 X 49 e) D8 X 62
) -38 x 1 f) 70 x -4

Producto. de dos enteros negativos

Para decidir qué es lo que debemos entender como producto de dos enteros
negativos, acudamos una vez mis a nuestro criterio de consistencia, razona-

hilidad y utilidad.
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CONSISTENTE

Hemos visto que la ley distributiva es valida para los niimeros plenos
(pag. 45)}. Cuando csta ley se aplica dos veces, se obtiene

(@a4+b) X (c+d) =[axX (c+d)]+[bX (¢c+d)]
=(aXc) +(axd)+ (bxc)+ (bxd).

Si también ha de cumplirse esta ley para el sistema de los enteros, entonces
por ejemplo, debemos tener, '

845y X (6+2) = (Bx6) + (8X2) + (Vx86) + (75x72)
=48 + -16 + 30 4+ (5 X 2)
=24 (5 X 2).
Pero
(B4 3) x b+ 2) =3 x4
= 12.

Luego, si la propiedad distributiva ha de verificarse en el sistema de los
enteros, entonces debemos tener

2 -+ ('5 )('2) = 12,
-3 )(-22 i0.

_ RAZONABLE
Hemos convenido en definir la multiplicacién de tal modo que, por
ejemplo,
| 5 % 2= % 2).

Pareceria pues razonable extender la definicién de multiplicacién de tal
manera que

(*) B 8 =5 )
Pero ya hemos convenido en definir la multiplicacion de modo que
) 5X°2="(5x2).

La sustitucién de (**) en {¥) nos dice que lo que queriamos tener ¢s

B ¥R =""0 X 72)
= T(5 x 2)].
Pero

T(B x 2)]=5x2,

de manera que deberiamos tener

°5X°2“_"5>(2;
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o bien
-3 % =2 = 10.

Los patrones de comportamiento de los numeros sugieren tarnbién lo
razonable de la misma convencién:

4)("5:'20,
3525 ="15,
2oyem ] ()
1 ¢ 5 =D,
0x-5=0

A la izquierda estamos contando hacia abajo de uno en uno; a la derecha,
hacia arnba de cinco en cinco. Continuando con igual pauta:

‘1 x=b= 34,
'2)("'5:10,
=3 X "5 =13,
-4 % -5 = 20.

Y asl sucesivamente,
VI,

Tomas ha retirado $5 de su cuenta de ahorros todas las semanas. durante
cuatro semanas. Ahora tiene $38 en su cuenta. Si sigue retirando fondos
de e¢sa manera, ;cuinto tendrd en su cuenta pasadas tres semanas?, gy
despu€s de ocho semanas? ;Cuanto tenia en la cuenta dos semanas antes?

Si contamos los depésitos y los retiros futuros como positivos y los retiros

y los depésitos pasados como negativos, contestaremo asi a las dos primeras
preguntas:

38 + (3 X 5) = 38 + -15 = 23;
38 4 (8 X ~5) = 38 + 40 = 2.

Por tanto, pasadas tres semanas tendrd $23 en su cuenta, y después.de ocho
semanas tendra ~$2 (una cantidad negativa, de modo que su cuenta estd

sobregirada). El lector sabe que Ia contestacién a la tercera pregunta debe
ser $48. De acuerdo con lo cual debemos tener

38 mas (-2 % ~5) igual a 48.
Pero como

38 mas 10 es igual a 48,

de nuevo debemos tener que -2 veces =5 debe ser igual a 10. ‘
Por tanto, parece consistente, razonable y 10til, que convengamés en la
siguiente definicién:
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el producto a X b de¢ dos enteros negativos a y b estd dado por

a X b = |a] X |8}

GRUPQO DE EJERCICIOS 12

1. Simplifiquese cada uno de los productos siguiendo el modelo que a
continuacién se da,

“Bise-6=~1 % 5Y %1 % 6),
5% 6= (1x%x-"1) X (5% 6),
330 =1 % (5 x 6);

-5 x 6 =1 ¥ 30,

=D:3¢6=30.
a) -2 x4 e) -78 x -31
b) 5 %9 d) 650 x 478
2. Complétesc el cuadro.
Factor Factor Producto
2 | % '
1 20
0 1 55 )
= = ~7
=2 | 4

3. En cada una de las expresiones siguientes, reemplacese n por un entero
que haga la proposicion verdadera.

a) ~54 X 96 = n. ¢) 78 X 65 = n. e) -59 X 38 = n.
b) -17 % -23 = n. d) 0% -32 =n. f) 714 x 293 = n.

gloonivnto de los enteros

En la phgina 45 ecnumeramos las propiedades de cierre, conmutatividad
y asociatividad de la multiplicacién en el conjunto W de los niimeros plenos,
hicimos notar que uno es el elemento identidad multiphcativo en este con-
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junto y sefialamos que la multiplicacién se distribuye respecto a la adicién
y a la sustraccién en este conjunto.

Definimos luego la multiplicacién en el conjunto de los enteros de un
modo que parecia razonable y itil. Dimos también algunas indicaciones
de que si las propiedades que antes enumeramos habian de conservarse en el
conjunto de los enteros, entonces los productos deben definirse precisamente
en tal modo en el conjunto extendido,

En realidad, podriamos haber postulado que las propiedades de adicién
y multiplicacién enumeradas en las piginas 31 y 45 para los niméros plenos
se verificaban también para el conjunto extendido para incluir los inversos
aditivos, y baséndonos en esto haber probado que la adicién y la multipli-
cacion deben, entonces, efectuarse en la forma que hemos descrito, y haber
mostrado que todas las propiedades son ciertamente validas con las defini-
ciones de adicién y multiplicacién asi definidas. Esta especie de concesién
a la estética de las matemdticas puras es agradable y ordenada, desde luego,
pero sin aplicaciones razonables el desarrollo seria en verdad monétono y
estéril.

No completaremos aqui la verificacién de las propiedades de 14 multipli-
cacién en el conjunto de los enteros, Nos contentaremos con enumerarlas:

1. Propiedad de cierre: el producto de dos enteros cualesquiera es un
entero bien determinado.
2. Propiedad conmutativa: $1 a y b son enteros cualesquiera, entonces

' b = b 3 G
3. Propiedad asociativa: s1 a, b y ¢ son enteros cualesquiera, entonces
(a X b) Xc=ax (bxc).

4. Elemento identidad: uno es el elemento identidad para la multipli-
cacién; para cualquier entero n, 7 X 1 = 1
X n=mn

5. Propiedad distributiva de la multiplicacion respecio a la adicién: si
a, b y ¢ son enteros cualesquiera, entonces
aX (bt+c)=(eXb) + (a X))

6. Propiedad multiplicativa del cero: 8 a y b son enteros cualesquiera,
entonces ab = 0 si y sdlo si al menos uno de

los dos factores, 2 0 &, es 0.
{_‘ll
Nétese que no hemos incluido una propiedad distributiva de la multiplica-
cidén respecto a la sustraccidn, ya que, como se verad en la préoxima seccidn,
en el conjunto de los enteros la diferencia & — ¢ puede considerarse

igual a la suma b + ~¢.
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GRUPO DE EJERCICIOS 13

1. Complétese el cuadro de hechos basicos de la multiplicacién en el con-
junto ‘de enteros que a continuacién aparece

6 S W e

9 10| 11) 12

8

12
&
=12

]

Segurdo
factor
12
il

10
9
8
7
6
o
4
3
2
1
0

il 1

% |

i i

—4
2

K

B[ 7] %

-9

\r‘

=14 ~11§ 10

Primer
factor
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2. Usese el cuadro completado en el ejercicio 1 como ayuda en la contesta-
cién a las siguientes cuestiones. '

a) ¢Puede expresarse siempre el producto de dos enteros como un

enterc?
b) 9 x 9[]. g Sl 128102 %
e) 9 9 ) =1 % =,
d)”’g}'(_g 3 l)8)(“1= ;
e) D3¢ 8L j] Q¢ dee
fy 5 xX4=[]X5. k) 1 6=[7

3. Complétense las siguientes igualdades usando el cuadro del ejercicio 1.

a) 2x3="[1. | d) 3x4=[1
b) 6 x4 =[] e) 2X12 =
e) (23 d= [ f) ('2><3)><4~—*2><( XA

4. En cada una de las proposiciones que siguen identifiquese la, propiedad
de la multiplicacién en el conjunto de los enteros que debe usarse para
justificarla., :

Proposicién Propiedad .

a}) 4x-h=5x4

b) 7X (6 X 8) = (7 x.76) x8

¢) El producto de dos enteros
cualesquiera es siempre un en-
tero,

d) El producto de cualquier ente-
ro y 0 es siempre 0.

e) El producto de cualquier ente-
ro y 1, es siempre el entero.

3. Un restorin ha contratado a una camarera sin experiencia que es poco
habil en el manejo de los vasos. En realidad, los ha estado rompiendo
a una velocidad de cinco vasos al dia.

a) Si ha estado trabajando durante tres dias, ;qué relacién hay entre
el nimero de vasos antes de su llegada y los que hay al presente?
Escribase una expresién producto para esta situacién. Sugerencia:
Represéntese el tiempo pasado usando enteros negativos y el futuro
usando enteros positivos, y dendtese el nimero de vasos' rotos em-
pleando enteros negativos y el de vasos no rotos con enteros positivos,
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b) Si_continGa del mismo modo, ;cual serd la existencia de vasos
después de dos dias en relacién con la existencia actual? Escribase
una expresién producto para esta situacion.

Y B s ;
6. Guillermito se ha preparado para una excursién con su cantimplora

llena, pero esti estropeada ¥ pierde agua a razén de un vaso por
kiiémetro.

a) :Qué relacién hay entre la cantidad de agua que tendrd cuando
haya caminado dos kilometros mas y la que tiene ahora? Escribase
una expresion producto para describir esta situacidn.

b) :Qué relacién hay entre la cantidad que tenia dos kilémetros antes
con la que tiene ahora? Escribase una expresién producto para
describir esta situacidn.

SUSTRACQION Y. DIV|§ION QE ENTEEQS
Sysiraccion

El con¢epto familiar de la sustraccidén como un proceso en que se
“gquita”, carece de sentido si se desea discutir el resultado de, digamos,
restar 3 de 1. No se puede “quitar’ una cantidad mayor de la que hay.
Debe obsérvarse, sin embargo, que algunas personas no permiten que esta
sutileza filoséfica les perturbe cuando “quitan”, digamos, $50 de una
cuenta corriente que sélo contiene $40. En realidad, como se tiene a mano
el conjunto de los enteros, y como hay un punto de vista (bajo muchos
aspectos preferible) alternativo que podemos tomar respecto a la sustrac-
cién, el problema légico envuelto en el sobregiro de una cuenta corriente
pude resolverse a entera satisfaccién de la mayoria de las personas que no
estan en los negocios bancarios.

En lugar de ver la diferencia 1 — 3 como el problema de “quitar” 3 de 1,
es preferible considerar fa expresion 1 — 3 como un nombre del ntimero n
que debemos sumar a 3 para obtener 1 como resultado de nuestra suma,
es decir, como un nombre del nimero n tal que 3 + n = 1. Mientras
que en el conjunto de los nimeros plenos ne existia ninglin namero tal,
el entero “2 se comporta en la forma deseada; es decir, se ticne que 3 + 2
= 1. Cuando consideramos la sustraccién de este modo, una diferencia es
simplemente un sumando faltante en una suma. El lector puede recordar
que ésta fue la forma en que definimos las diferencias de nimeros plenos
en el cuaderno 2: Numeros enteros. .o que ahora hacemos es simplemente
extender esta definicién al conjunto J de los enteros.
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st @, b y n son enteros, entonces a — b = n si y sélo si
b + 2 = a.

Por ejemplo,
8~ 3=5, porque 34+ 5 =38;
7 —12 = -5, porque 12 + (5) = 7
7 —-6=13, porque 6+ 13 =7;
8 —"6=1, porque 94 1 8.

)

8—-9=1, porque 94 1 =-8.

Al simplificar mentalmente una diferencia como, por ejemplo, 8 — -2,

nos podemos preguntar: ;qué nimero debo sumar a ~2 para obtener 87
La respuesta, desde Iuego, es 10.
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FIGURA 28

Tan estrechamente ligada a la adicién estd la operacién de sustraccién
que, con la existencia de un inverso aditivo u opuesto para todo elemento
de un conjunto, una diferencia puede verse como equivalente a una suma.
Consideremos, por ejemplo, la diferencia 6 — 2. En la figura 28 se muestra
una representacién con flechas de esta diferencia en que la flecha de trazos
interrumpidos representa la diferencia 6 — 2 o 4,

suma, 6 42 ==4
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FIGURA 29

Si comparamos esta figura con la figura 29, en que se muestra la represen-
tacién por medio de flechas de la suma 6 + -2, puede verse que los resul-
tados son iguales. En realidad, la representacién por medio :de flechas
sugiere que, en general, @ ~— b habria de ser igual a a 4 °b, porque la sola
diferencia en cualquier par de tales grificas debe estar en la locacién y
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direccién de las flechas para & y °5. Dada una flecha cualquiera para un
entero @, y una flecha con el mismo punto inicial para el entero b, la
flecha para la diferencia ¢ == b ird desde la cabeza de la flecha para b
a la cabeza de la flecha para a; como se muestra en la figura 30(a).
Ademis, la flecha para la suma de 2 y °b debe ir desde la cola de la flecha
para ¢ a la cabeza de la flecha °b, cuando la cola de la flecha para °b esté

diferencia a -~ & suma: a+ b
-------------- -y - - ——)y
- S 5D
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FIGURA 30

en la cabeza de la flecha para 4, como se ve en la figura 30(b). Pero
como la flecha para °b tiene la misma longitud que la flecha para b, pero
es de direccién opuesta y como estas flechas estén localizadas con puntos
iniciales en extremos opuestos de la flecha para a, se sigue que las flechas
para ¢ — by para e + °b deben ser iguales respecto a longitud y direccin,

- 4 -~ sumas 8_".':‘!’ ______ -
_— ﬁﬁeje_ﬂsia V- e
o B
(@) (b)
FIGURA 31

Las figuras 31(a) y 31(b) muestran otro caso en el que b representa un
entero negativo,
Dibujos anilogos para los casos en que « es negativa y & es positiva o
a y b son, ambas, negativas, sugieren con fuerza la verdad de la siguiente
proposicion :
st @ y b son enteros, entonces a — b = a + °b.

Asi pues,
3— b= 34+ D= =2
b—4= 64 4= 10,
STl =3 & T= 4
Y

'8+ 6-::"8-]—“6:'14‘.
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Cuando la sustraccién se interpreta en términos de la adicién de un opuesto,
la propiedad de cierre para la adicién en [ se puede ver que se aplica
también a la sustraccién. Es decir, tenemos la propiedad de cierre para la
sustraccion de enteros:

st @y b son enteros, entonces a - b es un entero.

La adicién y la sustraccidn se llaman operaciones inversas porque cada
una de ellas puede considerarse que “deshace” a la otra. Por ejemplo, la
adicién de 3 a 5 nos da 8, y la sustraccién de 3 de 8 nos da 5. La figura 32
nos da una representacién esquematica de esta idea.

No es necesario dar para la sustraccién proposiciones analogas a las de
las paginas 35 y 38 respecto al valor abscluto de sumandos y sumas, porque
la sustraccién en el conjunto de los enteros es cuestién de sumar un opuesto
y las proposiciones sobre adicién cubren todos los casos.

7N\
e

Comiéncese aqui — § 8 —— 0 aqui
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FIGURA 32

El lector recordara {pag. 27) que a > b si y sélo si la grafica de a se
encuentra a la derecha de la grifica de 4. Hemos visto ahora .que si las
flechas para ¢ y b tienen el mismo punto inicial (fig, 30), digamos, si
estas flechas est4n en la posicién estdndar, entonces una flecha para ¢ — b
va desde la cabeza de la flecha para b a la cabeza de la flecha para a. Se
mgue de ello que a > b si y sélo st a — b es positivo, es decir, si y s6lo si

= b 4 n, donde n es positivo.

GRUPO DE EJERCICIOS 14

1. Para cada uno de los siguientes diagramas de flechas, escr:base la
sustraccion con €] relacionada.
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a) S« (suma)
———————————— S e (sumando desconocido)
: 7
- — _ {sumando)
o, o - @ o @ PP ————— @ * - -0""—".—-0_—"—""‘{
Bk W B B8 % 82 10 1T 2 8 & 858 6 T 8
b -
) ~ 3 (suma}
e {sumando desconocido)
- WSS (sumando)
- - -— —=a - 2 > —— @ — - >—b
SR B T 8 B4 3 2t o1 2 83 4 & O /
c)
o . s (suma)
e s e Y e (sumando desconocida)
e— ! -+ (sumando)
. » sl o + - - & 8- - - - :-—-—o---—o—hj
g F 6 %4 @ 2 v op 1723 49 6 F 8
d'.
] (suma) 2 -
(sumandc desconocido) SR .
(sumando) — 1 ——

5Ty 8.°6 4 @ @2 1 D 1 2 3 4 8 6 T 8

Complétense:

a) 17 —-14 =17 4+ [].
b) 23 — -6 =23 + .
¢) 95 —38=-95+ 1
d) 89 — 108 = 89 + [].

La columna A representa temperaturas a las 4:00 horas. La columna B
representa temperaturas a las 18:00 horas. Usese un entero para indicar
la cuantia y direccibn del cambio.

A B Cambio total
Lunes =h 13°
Martes &° ~4°
Miéreoles -2¢ 0°
Jueves 4° L

Viemes -8° 10°
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Division
De igual modo que la sustraccién se define en términos de adicién, tam-
bién la division se define en términos de multiplicacién. Por ejemplo,
decimos que 8 + 2 = n, si y s6lo si 2 X n = 8. Un cociente puede, pues,
verse como un factor faltante del mismo modo que pensibamos en la
diferencia como en un sumando no conocido. Desde luego, si 8 =+ 2 = n,
entonces n debe representar a 4, porque 2 X 4 = 8. En general decimos
esto: '
st a y b son enteros, ¥ b0, entonces a~~b=mn si y
sélo st b X n = a,

Otros ejemplos de aplicacion de la definicién de enteros positivos son

12+6 =2 porque 2 X 6 =12,
25+ 5=D0 porque 55 =25
8+-1=8 porque 1x8=28.

Es de inmediato evidente que en el conjunto de los enteros no todos los
pares de enteros tienen cociente, exactamente lo mismo que no todos
los pares de nameros plenos tienen cociente, incluso cuando el divisor es
distinto de cero. Por ejemplo, la expresion § =+ 3 no representa un entero
porque no hay ningtin entero n tal que 3 X z = 8. Luego el conjunto de los
enteros no es cerrado con respecto a la divisién. Este hecho nos lleva a
desarrollar un nuevo sistema de numeros Hamado el sistema de nimeros
racionales, (Véase el cuaderno 10: Sistema de los ndmeros racionales.)

Si no fuera por la necesidad de discutir opuestos en el conjunto de los
enteros, nada habria que decir respecto 2 la divisién en este conjunto aparte
de que es completamente andloga a la divisién en el conjunto de los nime-
ros plenos, Lo cierto es que de todas maneras muy poco es lo que hay que
decir. El principal problema en la simplificacion de cocientes de enteros
estriba en la determinacidon de si un cociente dado es un ndmero positivo
0 un numero negativo, pero de este problema podemos hacer caso omiso
simplemente refiriéndonos a lo que ya sabemos sobre productos de enteros.

Consideremos el cociente "12 <+ 3. De acuerdo con nuestra definicién de
cociente,

"12 +3 =mnsiysblosi 3 X n== "i2

Sabiendo que el producto de dos enteros es ncgativo solamente bajo la
condicién de que uno de los factores, pero no los dos, es negativo, y sabien-
do que 3 es no negativo, concluimos que n debe representar un. nimero
negativo s1 3 X n es igual a ~12. Sabemos, adems4s, cuil ¢s el nitmero nega-
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tivo que representa n porque solamente hay un entero para el que
B s L e
De modo analogo podemos determinar que

A3 =k potiE R =7,
8424 porque RX% = G
27+ Q=3 porque 93 =721

Una proposicién general comparable a la de las paginas 50 y 33 respecto
a los productos de enteros (y consecuencia de ella) puede enunciarse como
sigue:

El cociente de dos enteros es:

1. Positivo si ambos enteros son positivos o si ambos enteros son nega-
tivos.
2. Negativo si uno de los enteros es positivo y uno es negativo.

Al discutir la sustraccién no establecimos formalmente reglas que inclu-
yeran valores absolutos de enteros para emplear en la simplificacién de dife-
rencias. La situacién en la divisibn es un poco diferente. Una vez que
podemos enunciar que la diferencia a@ -~ b es igual a la suma a + °b, las
propiedades de valor absoluto de la adicién son aplicables directamente a
la sustraccién. La razén de que la proposicién

a—-b=a+4+"°

sea ciefta, es que todo entero b tiene un inverso aditivo °b. Una situacién
comparable a ésta no existe para la multiplicacién y la divisién, porque la
divisién no siempre es posible en J. No es posible, sin embargo, volver
a formular las reglas para el valor absoluto de las paginas 50 v 33 en térmi-
nos de divisién, y eso es lo que vamos a hacer.

Para comenzar, sabemos que para cualesquiera enteros a y b, con b0,

a+b=n siysblosi & Xn=a,

Ahora bien, de acuerdo a la propiedad enunciada en las paginas 50 y 53
podemos afirmar que si  y n son enteros, entonces

[b] X [n] = 6 x nl,
o, de acuerdo con el supuesto de que b X n = a, podemos decir
1] X |n] = |a].

Pero, de acuerdo con la definicién de divisién (|7 es un factor que falta),
esto implica lo siguiente:
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si a, b y n son enteros, con b=£0, 9 a + b = n,. enfonces
nf = la] + (o] '

Este hecho, junto con la proposicion de la pagina 63 respecto a cocientes
positivos y cocientes negativos, nos properciona todo lo que necesitamos
para determinar exactamente qué entero, si es que hay alguno, es el que
corresponde a un cociente dado de enteros:

supongamos que a, b y n son enteros con b0, y que
a ~ b = n. S§iayb son ambos positivos, o ambos negativos,
entonces n = |a| + |b| pero st uno es positivo y el otro nega-
tivo, entonces n = ~(|a| + |b]). Si a = 0, entonces n = 0.

Por ejemplo, para identificar el entero que corresponde a ~153 + 9, primero
dividimos |-153|, es decir, 153, por |9, o sea 9, para obtener el entero
pasitivo 17, de donde, como -153 es negativo y 9 es positivo, el; cociente
buscado es el niimero negative ~17.

Exactamente lo mismo que son operaciones inversas la adicién y la sus-
traccién, también lo son la multiplicacién y la division. Por ejemplo, si 4
esta multiplicado por 5, el resuitado es 20; y si dividimos 20 entre 5; el resul-
tado es 4. La figura 33 describe esquemAticamente estas operaciones.

LN
4'/‘ \Eo -~ O aqui
W

N

FIGURA 33

Comiéncese aqui -

Exactamente lo mismo que en el conjunto de los nameros plenes, los
cocientes en que aparece 0 merecen una consideracién especial en el con-
junto de los enteros. Los cocientes de la forma 0 <+ a no presentan dificultad
alguna, siempre que @ sea un entef® cualquiera distinto de (. Para cualquwr
entero g distinto de cero, tenemos, en efecto,

0+a2=0 porque ax 0=0.

Por ejemplo, 0 +3 = 0 porque 3 X0 = 0,y 0 + -7 = 0 porque -7 x0 = 0,
Pero, en cambio, 0 como divisor no esti permitido. Para identificar un
cociente cuando -7 esta dividido entre 0, nos encontramos cen el problema
de identificar un nimero cuyo producto con 0 sea -7. Es decir,
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“T+0=n ssysdlosi O xn=-7.

Pero para cualquier entero #, sin embargo, 0 X n = 0; luego no hay entero
alguno n para el que 0 X n = -7, Quiere csto decir que =7 <+ 0 no deter-
mina un entero. Al tratar de identificar el cociente 0 -+ 0, nos encontramos
con la incémoda situacién de que n puede ser cualguiera de los enteros,
porque 0 % n = 0 para todo entero 1. De acuerdo con esto, excluimos en
J, exactamente como hicimos en W, la divisién entre O del conjunto de
operaciones legitimas en J, y afirmamos:

en [, la divisién entre 0 no estd definida.

GRUPO DE EJERCICIOS 15

1. Escribanse de nuevo las siguientes expresiones de divisién como expre-
siones multiplicativas:

a) 24 +6=n e) 312+1=n
b) 36 +-6=n f) 96 +8=n
e} 42+ T =n g) 14 +-12=n
d} 512 +8=~n h) -840 + 24 = n.

2, Higanse los célculos para eéncontrar el entero representado por n en
cada una de las siguientes expresiones:

a) 18 +3e=n d)} 682 + -3l =n
b) 768 + 16 ==n e) 864+ 12 ==n
c) “760 +-19=~n f) 224 + 16 = =.

I SOBRE NOTACIO

imbolo o [ significado

Durante toda nuestra discusién del conjunto de los enteros, hemos usado
consistenitemente dos simbolos para conceptos asociados con los enteros que
no estan asociados con los niimeros plenos, Estos simbolos son el simbolo
menos, levantado, ‘", usado antes de los numerales para indicar los niime-
ros negativos, y el simbolo “”* para indicar “el opuesto de”. Para la sustrac-
cién, hemos usado el simbolo comitn de sustraccidn, * =",

Los simbolos *“=? y “; sin embargo, no son simbolos comunes universa-
les como lo son simbolos tales como “47%, “—", “X”, “=", “”, y el
simbolo: para el valor absoluto “||”, En algunos textos, por ejemplo, el sim-
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bole menos, levantado, desempena dos funcianes: la de designar los ntimeros
negativos, como en ~7 o en -3, o la de designar al *“opuesto de” como en
~(~7) y ~(8). En las paginas de este cuaderno en que el lector encuentre °2,
encontraria ¢n otras obras posiblemente ~(2) ; o cuando aqui usamos °(~7),
es posible que otros autores usen -(~7). Anilogamente, el opuestc de un
namero x puede representarse por ~x en lugar de por °x.

Por otra parte, algunos escritores emplean el simbolo comiin de la ‘sustrac-
cibn con dos significados: para indicar la operacion de sustraccién como en
7 — 5, o para indicar al “opuesto de” como en —(=7). Por tanto, en las
paginas en que en este cuaderno el lector encuentre °3 y °(~1), es posible
gue en otros libros hubiera encontrado = (3) y — (*1). En tales textos
también habria encontrado ~—x en vez de °x,

Tradicionalmente, en los textos de algebra y en la mayoria de los de
matematicas avanzadas el simbolo de la sustraccién sirve los tres propdsitos.
Un uso es para denotar la sustraccidon, como en 5 — 3. En este cpaderno
hemos usado el simbolo exclusivamente para este propésito. Un segundo
uso del simbols **—" es para denotar los nimeros negativos, El’ll dende
hemos usado los simbolos -3 y -7, los simmbolos ~ 3 y — 7 son los que se
emplean tradicionalmente. Un tercer uso del simbolo es el de representar
“el opuesto de”. En donde hemos escrito :°3 o °(*7}, lo que se:emplea
ordinariamente es — 3 y — ( — 7). En realidad, este uso esta tan e:«?ztendido
que merece la pena cstudiarlo aqui con una mayor extension. _

En primer lugar, como por definicidn por “opuesto de” gueremos indicar
“inverso aditivo de”, el simbolismo que hemos usado en este cuaderno en el
caso del entero 4, por ¢jemplo, nos daria 4 = ~4; es decir, ¢l opuesto del
4 positivo es el 4 negativo. Si en lugar del simbolo “°” para “opuesto de”
empledsemos el simbolo de sustraccién, entonces °4 = -4 apareceria como
~ 4 = -4, Ambas ecuaciones nos dicen que el opuesto del entero positivo
4 es el entero negativo 4. Una vez que hemos llegado a este punto, es evi-
dente que si — 4 es igual a -4, entonces tiene sentido el usar — 4 para
representar tanto el opuesto de 4 como el 4 negativo y olvidarse del simbolo
“4. Por otra parte, como la expresién de una. diferencia, por ejemplo, 5 — 4,
significa por definicién (y aqui usamos simbolos comunes} 5 + (— 4),
tampoco existe ambigiiedad alguna respecto a la sustraccion; luego ¢l solo
simbolo “—"-puede desempenar las tres funciones. De acuerde con csto,
cuando nos encontramos con una expresion, por ejemplo 5 — (— 4}, po-
demos razonar como sigue:

5 — {— 4) significa, por definicién, 5 + [— (- 4)].

(Dicho en palabras esto significa “la diferencia cuando el 4 negativo se
resta de 5 es igual a la suma de 5 y el opuesto del 4 negativo®.)
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Como e] opuesto de 4 negativo es 4 positivo, ¢l simbolo — {—4) puede
reemplazarse por 4, y tenemos

5— {_4')'=5+4.
La cueslién de s1 éste es un simbolisme mas senciilo que, por ejemplo,
S5—(4)=0+[(4)]=5+4

es discutible, pero no cabe duda alguna acerca del hecho de que si se puede,

sin confusion, conseguir que un simbolo efectie el trabajo de tres, se ha
adelantado bastante.

Leccnaig.eniender

Una Gltima palabra de advertencia: al leer cualquier material en que
se empleen simbolos es bastante prictico determinar de manera precisa
qué es lo que los simbolos quicren decir. Mas afn, es de gran ayuda esta-
blecer la practica de leer una coleccidén de simholos tales como 5 — (74)
prestando- una cuidadosa atencién a lo que significan. Cuando hablamos
de “leer para entender”, lo que queremos decir es: traducir realmente los
simbolos en palabras mental o in¢luso oralmente.

El simbolismo es engaficso porque a medida que se usa mas y mas, las
personas se sienten tentadas a mirarlo superficialmente y tomar por garan-
tizada la palabra del autor de gue tienec sentido y es adecuada la ocasién
para su uso. Por ejemplo, el autor se dice a si mismo, “puedo ahorrar algin
tiempo y esfuerzo si escribo algo como esto

18 +9=(1x10) +{8+9) x1]

= (1 % 10) + (17 x 1)

= (1 X 10) + [(1 X 10) + (7 X 1}]
[(1 x 10) + (1 x 10)] + (7 x 1)
=[(1 +1) X 10] + (7 x 1)
= (2 X 10) 4+ (7 x 1)
20 + 7
= 27

i

para explicar por qué 18 + 9 es 27, en lugar de explicar cada parte del
proceso con palabras”. El lector, si no es cuidadoso, puede que sicnta la
tentacién de decirse: “Si, si. Desde luego, 18 4 9 = 27, y esto seré la suma
y sustancia de la comunicacién entre autor y lector en este caso.

Es obvio que si el escrito no tratase de decir algo usando el simbolismo,
todas las complicadas expresiones de la cadena no estarian alli. Por su parte,
el lector de tales cosas debe presumir que estd leyendo con el propésito de
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entender lo que el autor dice; pero sélo por medio de una atencidn diligente
al significado de cada uno de los simbolos puede producirse una comuni-
cacién satisfactoria. En resumen, la lectura de las matematicas es un proceso
completamente distinto al proceso de lectura de otra clase de temas, y

la tentacién de leer por encima o saltarse las cosas es algo que se debe
rechazar con firmeza.

Lecturas complementarias

Entre las distintas referencias tiles que tratan del tema que aquf
introdujimos, estdn las siguientes:

Aprer, Irvineg, 4 New Look at dutlhuelic. Nueva York: New Amer-
ican Library, 1965, pag. 309. Esta obra puede obtenerse en la. New
American Library, Av. de las Américas 1301, Nueva York, N. Y.
10019.

McFarLanDp, Dora, y LEwis, EunNicg M. Intreduction to Modern
Mathematics for Elementary Teachers. Boston: D, C. Hedth &
Co., 1966, pag. 406. Puede obtenerse en I). C. Heath & Co.,
Av, Columbus 285, Boston, Mass., 02116.

PerersoN, JoHN A. y Haswmusaxi, JosgrH. Theory of Arithmetic
(28 edicion). Nueva York: John Wiley and Sons, 1967, Pag. 337,
Puede obtenerse en John Wiley & Sons, Inc., 3% Av, 605, Nueva
York, N. Y. 10016.

WaEELER, Ruric E. Modern Mathematics: An Elementary Approach.
Belmont, Cal.: Brooks/Cole, 19686, pig. 438. Puede obtenerse
en Brooks/Cole, 10 Davis Drive, Belmont, Calif. 94002,




RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS

Grupo de ejercicios 1 {pag. 15

1. a) NUW=W.

b) NN W =N.

Como: W = N U {0}, se tiene N C W. Como 0 ¢ N, se tiene N =% I,
De donde N es un subconjunto propio de W, N C W,

0,3, 5,7,19

. a,¢de

Coordenada

Grafica

Adicién y multiplicacion

No. Para resolver estos problemas se necesitan nimeros que muestren 1a
direccién ademas de la magnitud.

b

® N A w

Grupo de ejercicios 2 (pag. 19)

1. Enterés negativos
2. Enteros positivos
3. 0 |
4. a) ' ¢) {0) e) J
b) - a) J- f) J»
5. a) Numeros plenos ¢} Enteros
b) Enteros d} Enteros
6. a) 5 e) 9
b) -500 d) -5

Grupo de ejercicios 3 (pag. 21)

L. @) 2 ¢) O e) 45
b) 8 d) 768 f) 30
2. a) 7 ¢c) O e) 8
b) 3 d) -18 f) -3
3. ' ” T

a 21 *5 4 | =3 0 ~0 8 15 1 < 10

3 G 6 |=8 |Slv | =L 9 |10

(o |
|
i

% || =2
4. Negativo
5. Positivo
6. Cero

70



RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 71

Grupo de ejercicios 4 (pag. 23)

1. a) Cada flecha tiene 4 unidades de longitud y representa un movi-

2.

b)

c)

&)

b)

2 4
L

S ———r - e A e el ot A il o] e
"0 0 B8 76 54 3271012345678 00w0

miento hacia la derecha.

Cada flecha comienza en un entero diferente y termina en un entero
diferente.

4

Cada flecha tiene 4 unidades de longitud.

Cada flecha comienza y termina en un entero diferente. Dos de las
flechas representan un movimiento hacia la izquierda sobre la recta
de los nimeros, y una de ellas representa un movimiento hacia la
derecha sobre la recta de los ntimeros,

Dos flechas representan al entero -4, Una flecha representa a 4.

La flecha, que se extiende mis lejos a la izquierda (de 0 a ~4) esta
en posicidn estandar.

"D

Grupo de ejercicios 5 (pdg. 26)

1.

2.

- W

S o

a) 3 e) 1

b) G d) 9

a) Una flecha dibujada de -3 a 7
b) Una flecha dibujada de 9 a -1
¢) Una flecha dibujada de -6 a 0
d) Una flecha dibujada de 6 a -2
a) 17 e} 10

b) 10 d} 66

a) "2 c) 3

b) -4 d) 7
Positivo

Negativo
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Grupo de ejercicios 6 (pag. 29)

I. “No negativos” incluye al cero. “Positivos” lo excluye.
2. “No positives” incluye al cero. “Negativos” lo excluye.

3. a) 14 d) 6
b) 5 e) 9
c) O f) 3
4. °a < °b
5. a) 60° ¢c) 0°
b) 10° d) -10°
6. 8 5 0,4, 6
7. a) <
b) >
c) =
8 a) V cy V
b) F d) F
9. a) > e) >
10. No, porque designaria dos enteros, 2 y -2.
11. a) V d} F
b) F e) V
e} F fy I

Grupo de ejercicios 7 (pdag. 33)

1. a) suma: ¢ + 3 =10
——————————————————————————— .
3 oo
?' R
“H S 7 06 1 2 3 3 5 6 7°8 0w
b) suma: 3+ 7 =10
—————————————————————————— -
— 3 —lgez
3
=P 9 83 & u B b 78 8 Gt
2. a) 7y3 b) 3y7

¢) Los enteros son iguales en ambos pares.
d) El orden de los sumandos es diferente.
e) Las sumas son iguales.
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e o SUMB (4 Y+ S =12 :
s A
44+3=7 -
T B ] 2 B % 6 B 7 8 5 o0 e
B suma 4+ (S =12 ’
3+5=8 i’
4 -
7T B 4 2 5 4 B 6 7 8 9 10 0 15
4. a) 7 e) 8
b) 12 d) 12
e) La agrupacién de los summandos puede cambiarse sin cambiar la
suma.
5. suma: 7 + 0 =7
v =y o e s e e o o Sy A o T i
7 ——
B8 1 2 8 0I5 6 v
6. 7 + 0 es de nuevo 7.
7. a} V e) F
b) F d Vv
Grupo de ejercicios 8 (pdg. 35)
1. a) 7 d) 2 g) 8
b) 8 e} 15 h) 1
e) 5 £f) 7
2. a) 243 =-5. b) -3 +-4="-7.
3. a) -102 d) -133 g) -1361
b) -35 e) 39 h) -969
e) 1009 f) -144

Grupo de ejercicios 9 (pag. 39)
Lo 2 3"= 5.

2 "1 -2 =78

3. 34+ -7 = 4.

4. "2 4 7 =35.

5. 4 b ~4 = (),

6. 6 +0=06.
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Grupo de ejercicios 10 {pdg. 43)

1. a) suma-~4 +-11 =715

s

e —————— — — — — T — v Wk SN EED UV PV Bl B v A A s W S A PR Wi -

“1t

- - . - » » » l—bj

5 14 13 12 1 10 @ 8 7 6 5 4 3 2 10
b) suma. 7 + 15 = 22

-3 3 i e P -

At PN - .o & A m A e B et
<-4 321 01 23456 7891011218314 1516 171819 202122...

c) suma:~¢ 4 2 =77

F

e
-9
- - - -—
—— - - - ® >~ —~ - - - > -7t
190 O 8 " "6 5 ¢ @2 1 G 1 ¢
d) Suma: 3476 =2
" "5
3 .
R ETEEE R R EEEEE T
e} : suma:~7 + 0 =7
OO .. o 0 SN SR Al A .
=7
L,
T8 R 58 5 4y ST 6
f) suma~—8 + 8 = 0
8 s . gt
-k -8.

N N T M N

T2 5 7

2. a) 10 c) 2 e) 0

b) -11 d) -3 £) 5
3. a) 50 4 6 = ; $56.00.

b) 50 + 7 +-10 = ; $47.00.

¢) 50 4 15 8= :$57.00.

d) 50 + 9 +-6 = :$35.00.

e) 50 4 28 4- 18 = ; $40.00.

f) 50 + 11 + =11 = ; $50.00.
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4.,
Segundo
sumando
ol 1} 2f 3 4 5| e 7 8| vil10]it
- of 1f 2 3| s s| 6 7 8l 9]0
-2 -1 of 1| 2 3| 4] s 6 7 89
-3l =l ~3| of 1| 21 3| 4 5 6{| 7] 8
-4| 3| ~2| -1f ol 1| 2| 3| 4} 5 6| 7! 8
-5 -4| -3[ 2| -1} o 1| 2| 3| 4| 5| 6] 7
-6| -5} —4f -3| —2| -t| o] 1| 2| 3| 4| 5
| =7t -6| -5l -af ~3f =2 1| of 1|l 2|l 3] 4
i“8|"7“’6-5—4'3-2*101 2} 3 '
Primer Tl —ol ol —al ol —il ] ] -
bl 9’87654321012
T e FE e ey A Sr—vr—
-10| -9| -8| -7| -6! —5| —4f 3| ~2|[-1L|| 0] 1
CREE0L O V8] <YE 6| 5 4 “3|[~2 (|14 O
-12|-11]-10| -9} -8{ -7| -6| 5| -4[|-3 || -2 | -1
13]-121-11[-10) ~0f st -7 -6| -5||~4|i-3|~2l-11 o
—14]-13|"12~111"10} —-9| -8| ~7| -6|[-5|| -4 |-3
~15/~14[~13|~12[~11}-10| -9| -8} 7| B || -5 | -4
-16/-15[-14|~13[-12[-11[-10[ -9[ -8/ ~7 ||-6 {-5
-17|-16|-15/~14|~13[~12{~11{~10[ -9[|-5 ||-7 | -6
-18[-17[-16[-15[-14;-13{-12|-11[-10]| -0 || 8 | -7
5. a) k f) 3
b} Cero g) 7
¢) Entero h) 5
d} Suma i) B
e) 1 j) S
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Grupo de ejercicios 11 (pag. 50)
1. a) 2 42 4+ 2 =6;
3)(2:6.
b) 3+-3+-3=-9;
3)(’3="9.
e) 1+"1+-14"1414+"141="7;
7 X -1="-7,
2. a) 5 x -7 =35,

‘-——————-—m——h-—-———-—;a—s ———————————————————
I
o
” 7
-+ -?_-—
i
-
2
ot f) e e —4 —e e . —e —— ¥ u-‘[
39 30 29 20 15 10 5 0..
b) 4 X3 =-12
*——-——-—-——-———-.:Ig ————————————
- 3
*_‘3-—-*-
4 ~3
3 “3
TTRB R O 0 0 87T B 4 3 2 0 01 2 8 a.
e) 2 X6 =-12
i s S S R S o
& ~6
% —6
- Py - - - - -——— -~ - - o » ¥ 3 » - - - o
B Al 09 B "F B 85 A4 3 % 01 58 4
d) 6 X "1 = -6,
e B i 7. O 1.
-1
e
b
i 9
o
™
i
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3. a) -3 e) 6
b) 2 d) 9

4.

Producto

18

9

0

0

~18

18

-18

5. a) -175 ¢) 38
b) -294 d) 74

Grupo de ejercicios 12 (pbg. 54)

L p) 2% 4={1X2) XTI X4},
25 ==l L) 3¢ (2 X 1),
e 1 9¢ (2364,
'2)("4:1}(8_,

-2 X 4 = 8.

b} “6x" %= (1T x5} X (I X 9),
B X9 = (-1x%x1) X (5dx9),
DX =4 =3 (D & 93,

%9 =1 x 45,

=0 % -9.= 45.

¢) ~78 X 31 = (-1 X 78) % (-1 x 31),
7875781 = ("1 L) X (18 X 31),
78 x 31 = 1 x (78 x 31),
78 % -31 = 1 X 2418,

18381 =2418.

e) -3 596
f) -280

77
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d) -650 x -478 = (-1 x 650} X (-1 X 478),
650 X 478 = (-1 % 1) X (650 X 478),
650 X 478 =1 % (650 X 478),

650 X 478 =1 x 310 700,
650 x 478 = 310 700.

Producto

~14

-7
| 0

7

14

3. ) 5184 d) 0
by 391 e) 2242
¢) -5 070 f) 209 202
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ios 13 {pdg. 56)

|ercic

Crupo de e

1.
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80 RESPUESTAS A 10§ EJERCICIOS

2. a) Si: g) 7
b) 81 h) -7
e) -8l 1} 8
d) 8k j) 9
e) -8l k} 6
) -4
3. a) 6 d) 12
b) 24 e) “24
c) 24 f) 3 x4

4. a) Propiedad conmutativa de la multiplicacién
b} Propicdad asociativa de la multiplicacion
e) Propicdad de cierre de la multiplicacion,
d) Propiedad multiplicativa del cero
e) Propiedad muiltiplicativa de 1
5. a) =3 x -5 = 15. Fl restordn tenia 15 vasos mas antes de la llegada
d¢ la camarera.
b) 2 ¢ -5 = ~i0. El restordn tendrd 10 vasos menos.
6. a) 2 x -1 =-2. Tendra 2 vasos menos.
b) -2 x -1 = 2. Era 2 vasos mayor.

Grupo de ejercicios 14 (pdag. 61)

1. a) 3 —-7=10 e) ~7 =7 = -14.
b) 3 —--7=4. d) 3-7=-4.
2. a) 14 c) -38
b) 6 d) -108
3. Lunes: 18°
Martes: ~10°

Miércoles: 2°
Jueves: -11°
Vierries: 18°

Grupo de ejercicios 15 {pag. 66)

1. a) 6 xn="24, d) 8 X n =>512. g) 712 %5 = 144.
b) -6 x n = 36. e) 1 Xn=-312 h) 24 3 n = -840,
e) 7 Xn= 42 f) 8 X n="-96.

2. a) 6 d) 22
b) 48 e) ~72

c) 40 fy -14



nos pueda auxiliar tanto a los maestros
en su catedra, como a los alumnos en su
aprendizaje.

Titulos que componen esta coleccmn.
1. Conjuntos
2. Ntmeros enteros *
3. Sistemas de numeracion para los
nameros enteros -
4. Algoritmos de las operaciones con
niumeros enteros
5. Nimeros v sus factores
6. Ntimeros racionales
7. Sistemas de numeracién para los
numeros racionales ’
8. Proposiciones numéricas
9, Kl sistema de los enteros
10. El sistema de los nimeros
racionales :
11. El sistema de los niimerocs reales
12. Légica :
13. Graficas, relaciones y funclones
14. Geometria informal !
15. Medidsa |
16. Recopilacion, organizacién e!
interpretacién de datos
17. Sugerencias para resolver problemas
18. Simetria, congruencia y semei‘;janza

OTRO TITULO

Didéictica de la matematica
Emma Castelnuovo §

En esta obra, cuya aparicién en espaﬁolfera espe-
rada por maestros y estudiantes, la autora no se
propone dictar reglas para enseftar ‘mejor ni
provee de féymulas mégicas para la ensefianza
de la matematica, 8ino que intenta un examen
franco y accesible sobre los aspectos. que maés
interesan a los profesorea de la materia,

La maesatra Castelnuovo hace un importante ana-
lisis de las corrientes pedagégicas y psicoldgicas
que mée han influido en la ensefianza. Comenio,
Peatalozzi, Decroly, Montessori,Jean Piaget, Hans
Aebli, Louis Johannet, etc., son estudiados en
sus aportaciones a la metodologia de la enseiian-

za, 6én una secuencia que conduce de la' didéctica
general a la particular de la matemética.



